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RÉSUMÉ

Les agents de contraste ultrasonore (ACUs) utilisés en imagerie médicale, représentent l’une des innova-
tions majeures dans le domaine de l’échographie. Ces ACUs, non toxiques pour l’organisme sont constitués
de microbulles de gaz. Ces derniers sont couramment utilisés en clinique afin de rehausser l’écho en pro-
venance de la circulation sanguine. Leur utilisation en imagerie ultrasonore a permis, grâce aux propriétés
physiques des microbulles, de mettre en évidence la vascularisation de tissus parfois inaccessibles et par
conséquent de préciser les diagnostics. Par ailleurs, la combinaison des microbulles avec des ultrasons,
connue sous le terme de sonoporation permet la délivrance locorégionale des médicaments dans les tissus.
En effet, en présence d’une excitation ultrasonore, les microbulles oscillent et génèrent ainsi des phénomènes
acoustiques utilisés à la fois pour l’imagerie et la thérapie. Pour ces deux applications, une compréhension
complète de la dynamique de la microbulle est indispensable afin d’optimiser les conditions d’excitation
permettant d’augmenter la qualité des images dans un cas et de potentialiser l’effet thérapeutique des
médicaments en réduisant leurs effets secondaires dans l’autre cas. Cependant, la complexité et la petitesse
de la dynamique de la bulle et la difficulté à étudier une bulle unique posent certains problèmes.
Nous proposons d’étudier le comportement oscillatoire d’une microbulle via un système acousto-mécanique
de pendules couplés paramétriquement excités par une force verticale. En effet, lorsqu’elles sont soumises
aux ultrasons, les microbulles (1-8 µm) présentent une dynamique riche et complexe qui peut être dé-
crite par un réseau d’oscillateurs couplés. Il s’agit de comprendre la dynamique d’une bulle unique pour
l’étudier ensuite dans des conditions expérimentales et cliniques pour des applications en imagerie et en
thérapie. L’objectif est de décrire l’évolution, l’apparition et les conditions expérimentales d’instabilité du
mode radial faisant apparaître les modes de vibration décrits à partir des harmoniques sphériques. Dans un
premier temps, un état de l’art comparant les différents modèles mathématiques des ACUs a motivé notre
étude sur l’analogie entre une microbulle et une chaîne de pendules. Dans un second temps, nous avons
montré que les deux systèmes sont décrits par une équation de Mathieu. D’un point de vue expérimental,
nous avons développé la chaîne de pendules. Celle-ci consiste en un cercle d’aluminium sur lequel sont fixés
des pendules à l’aide de fil de nylon. La chaîne de pendules repose sur le système d’excitation qui génère
une excitation sinusoïdale variant de 1 Hz à 5 Hz. Les résultats obtenus ont été confirmés par une étude
numérique et montrent un comportement similaire entre la chaîne de pendules et une microbulle. Nous
avons noté l’apparition de modes de vibration dont certains oscillant à des fréquences sous-harmoniques.
L’utilisation de ce système macroscopique a permis d’extraire des informations qui seront exploitées pour
une utilisation optimale des agents de contraste en imagerie et thérapie.

Mots clés : Microbulles, modes de vibration, analogie acousto-mécanique
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ABSTRACT

Ultrasound contrast agents (UCAs) used in medical imaging, are one of the major innovations in the
field of ultrasound. These UCAs, non-toxic for the body, are made of gas microbubbles. These latter are
currently used in clinic to enhance the echo of the blood pool. Their use in ultrasound imaging has al-
lowed, through physical properties of microbubbles, to highlight the vascularization of tissues, sometimes
unavailable and thus to clarify the diagnosis. Furthermore, ACUs tend to be used in combination with
therapeutic substances in the context of targeted therapy. Indeed, in presence of an ultrasonic excitation,
microbubbles oscillate and generate acoustic phenomena used for both imaging and therapy. For both
applications, a complete understanding of the dynamics of the microbubble is essential to optimize the
excitation conditions to increase the quality of images in a case and the therapeutic action of drugs by
reducing the secondary effects in the other one. However, the complexity and the smallness of the micro-
bubble’s dynamics and the difficulty to study a single bubble present some problems.
We propose to study the oscillatory behavior of a microbubble through the use of an acousto-mechanical
system of coupled pendula parametrically excited by a vertical force. Indeed, when subjected to an ul-
trasonic excitation, microbubbles (1-8 µm) present a fairly rich and yet complex dynamics of which some
aspects can be well captured by a lattice of nonlinear coupled oscillators. The purpose of this work is to
understand the dynamics of a single bubble to study it subsequently in experimental and clinical conditions
for both imaging and therapeutic applications. The objective is to describe the evolution, the appearance
and the experimental conditions of the radial mode instability from which vibration modes, describe by
spherical harmonics, appear.
Initially, a state of art of the mathematical models for ACUs has motivated our study on the analogy
between a microbubble and a pendula ring. Then we have shown that both systems are described by a
Mathieu type equation. From the experimental point of view, we have developped the pendula ring. It
consists of an aluminum ring on which pendula are fixed with nylon strings. The pendula chain lies on the
excitation system that generate a sinusoidal excitation ranging from 1 Hz to 5 Hz. Results obtained have
been confirmed by numerical simulations and show a similar behavior between the pendula ring and a mi-
crobubble. We have reported the appearance of vibration modes including some oscillating at subharmonic
frequencies. The use of this macroscopic system allows to extract important informations for an optimal
use of contrast agents for imaging and therapy.

Keywords : Microbubbles, Vibration modes, Acousto-mechanical analogy
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

État de la question

Les agents de contraste ultrasonore (ACUs) utilisés en imagerie médicale, représentent
l’une des innovations majeures dans le domaine de l’échographie. L’administration intra-
veineuse de ces ACUs non toxiques pour l’organisme, permet d’augmenter l’échogénicité
du sang, améliorant ainsi la qualité de l’image et le diagnostic médical [Tranquart et al.
(2007)]. En clinique (fig.1), les ACUs permettent ainsi d’évaluer la vascularisation d’un
organe (cœur), de détecter et de caractériser un tissu pathologique (cancer). Leur utilisa-
tion ne se limite pas au diagnostic médical. En effet, les ACUs tendent à être utilisés plus
classiquement pour évaluer la réponse à un traitement et, plus récemment, pour permettre
la délivrance locale de médicaments au sein d’un organe cible [Escoffre et Bouakaz (2015)].

En présence d’un champ acoustique, les microbulles oscillent radialement et génèrent
un écho important. Ce comportement est le plus souvent étudié et il est aujourd’hui à la
base des modes d’imagerie de contraste. Cependant, lorsqu’elles sont soumises à une ex-
citation ultrasonore spécifique, les microbulles peuvent présenter des modes de vibrations
d’ordre n 1 (fig. 2.A). En d’autres termes, leur surface se déforme et laisse apparaître des
motifs. Par ailleurs, les oscillations de ces microbulles peuvent induire de nombreux autres
phénomènes acoustiques tels que des micro-courants [Doinikov et Bouakaz (2010a,b)], des
micro-jets [Ohl et al. (2006)] (fig. 2.B) et des ondes de chocs. Lorsque ces phénomènes ont
lieu à proximité de barrières biologiques (i.e. membranes plasmiques, endothélium vascu-
laire), ils peuvent augmenter transitoirement la perméabilité de celles-ci [Escoffre et al.
(2013b)]. Ce processus est connu sous le nom de sonoporation.

La sonoporation est une technique permettant de délivrer dans une cellule ou dans
un tissu, des molécules thérapeutiques. Le rôle des oscillations des microbulles dans le
phénomène de sonoporation est un problème complexe et un certain nombre de modèles
mathématiques sont proposés dans la littérature [Doinikov et Bouakaz (2011)]. Cependant,

1. n représentant le nombre de lobes observables à la surface de la bulle.

21



INTRODUCTION GÉNÉRALE

Figure 1 – A : diagnostic médical : avant injection des ACUs (à gauche), l’imagerie
ultrasonore ne détecte aucune anomalie physiologique au niveau du foie. En revanche, un
nodule cancéreux très vascularisé est détecté immédiatement après injection des ACUs (à
droite) (Prof. Tranquart, CHU Tours). B : thérapie : la co-administration intraveineuse
des ACUs avec le médicament anticancéreux, Irinotécan, suivi de l’application d’ultrasons
thérapeutiques conduit à une augmentation de la concentration de ce médicament dans la
tumeur. Ce traitement induit à une diminution significative de la perfusion et du volume
tumoral en comparaison à une chimiothérapie conventionnelle [Escoffre et al. (2013a)]

ces modèles restent complexes et dépendent fortement de la configuration initiale (excita-
tion des microbulles, conditionnement, etc.). Une compréhension complète de la dynamique
d’une microbulle est donc nécessaire pour étudier ces dernières dans des conditions expé-
rimentales et cliniques.

Problématique et objectifs de la thèse

Les modes de vibration des bulles sont étudiés par diverses équipes de recherche. Un
tel comportement concerne de nombreux systèmes présentant une symétrie circulaire ou
sphérique (e.g. bulles, gouttes ou certaines macromolécules) lorsqu’ils sont soumis à une ex-
citation extérieure. Dans le cas des ACUs, plusieurs difficultés se présentent. Tout d’abord,
la complexité et la petitesse du phénomène requièrent des modélisations complexes et/ou
des systèmes expérimentaux onéreux. D’autre part, il est difficile de contrôler la position
des microbulles, notamment à cause de l’interaction avec d’autres microbulles ou de la
circulation de micro-courants de liquide.

Le travail présenté dans cette thèse a pour but d’étudier le comportement d’une bulle
unique soumise à une excitation ultrasonore. L’apparition des modes de vibration (fig.
2.A) est étudiée en fonction des paramètres acoustiques et des paramètres physiques de
la microbulle. Pour les applications en imagerie, l’objectif est d’optimiser les conditions
d’excitation afin de solliciter un mode de vibration élevé des microbulles permettant de
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substances 
thérapeutiques 

imagerie thérapie + imagerie 
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Figure 2 – A : schémas de trois modes de vibration d’ordre n d’une microbulle soumise
à une excitation acoustique spécifique. B : schématisation de l’explosion d’une microbulle
entrainant la délivrance de substances thérapeutiques.
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les rendre plus échogènes afin d’améliorer le contraste échographique. Dans le cadre de la
thérapie, il s’agit de solliciter un mode localisé afin de favoriser l’apparition de micro-jets
engendrant la destruction des microbulles et par là même, la délivrance intracellulaire de
substances thérapeutiques. Ce travail s’est décliné en plusieurs étapes théorique et expéri-
mentales.
Du point de vu théorique, nous nous somme intéressés aux équations régissant la dyna-
mique des deux systèmes et nous avons recherché les paramètres les reliant.
Du point de vue expérimental, l’étude fait appel à une approche similaire au principe de
réduction d’échelle. En effet, il est possible de saisir certaines caractéristiques (instabilité
du mode radial, oscillations sous-harmoniques, modes de vibration) de la dynamique d’une
bulle grâce à un modèle d’oscillateurs couplés. C’est pour cela que nous nous proposons
d’étudier le comportement oscillatoire d’une microbulle via une expérience macroscopique
de pendules couplés soumis à un champ de pesanteur et à une excitation paramétrique verti-
cale. Le pendule est un objet d’étude fondamental en mécanique et une chaîne d’oscillateurs
couplés forcée, est connue pour présenter une riche dynamique et elle est couramment uti-
lisée pour modéliser des phénomènes tels que la dynamique de l’ADN ou la dislocation de
cristaux dans un métal. Les expériences réalisées à l’aide de cette chaîne viennent en com-
plément de simulations numériques réalisées en collaboration avec le laboratoire espagnol
IGIC 2 de Gandia.
La finalité de ce travail est d’avoir une vision détaillée de la dynamique d’une microbulle
afin d’optimiser les mécanismes de génération des modes d’oscillations et de pouvoir les
exploiter pour l’imagerie et pour la thérapie.

Importance et actualité de cette recherche

L’importance de ce travail tient tout d’abord au fait qu’il concerne deux grands do-
maines médicaux que sont l’imagerie échographique et la thérapie locorégionale. L’écho-
graphie est une modalité d’imagerie non invasive, peu coûteuse et rapide d’utilisation qui
permet d’obtenir une information en continu et en temps réel. Il est donc intéressant de
pouvoir l’améliorer.
L’introduction des ACUs depuis quelques décennies a été l’une des améliorations princi-
pales de l’échographie. Grâce à leur propriétés physiques, ils ont apporté une aide aux
praticiens dans l’élaboration des diagnostics. Il est donc important de trouver les condi-
tions d’excitations optimales des microbulles permettant d’améliorer la qualité des images
obtenues.
Concernant la thérapie, on a vu apparaître ces dernières années des innovations pour la
délivrance ciblée de substances thérapeutiques basées sur la combinaison des ACUs et les
ultrasons (phénomène de sonoporation). En co-administrant les médicaments avec les mi-
crobulles ou en les incorporant à l’intérieur ou à la surface de ces dernières, il est possible
d’obtenir une délivrance spécifique des médicaments augmentant ainsi leur action théra-
peutique tout en réduisant leurs effets secondaires sur les tissus sains. D’où la nécessité
de comprendre les mécanismes en jeu dans le phénomène de sonoporation, mécanismes en
partie dûs au comportement oscillatoire des microbulles.

2. instituto de Investigacion para la Gestion Integrada des las zonas Costeras
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Organisation du mémoire

Ce mémoire s’organise en quatre parties. La première partie, intitulée Des bulles aux
agents de contraste ultrasonore comporte deux chapitres. Le premier (chap.1) a pour but
de présenter des généralités sur la dynamique des bulles. Le second chapitre (chap.2), plus
spécifique se focalise sur les agents de contraste ultrasonore.

La deuxième partie, intitulée État de l’art est réservée à la littérature existante se rap-
portant au sujet traité dans cette thèse. Elle est constituée de deux chapitres. Le premier
(chap.3), référence différents modèles mathématiques des agents de contraste ultrasonore
(ACUs). Le second (chap.4) passe en revue différentes études sur les modes de vibration
des bulles.

La troisième partie intitulée Analogie entre une microbulle et un système macroscopique
et acousto-mécanique est constituée de deux chapitres également. Dans le premier (chap.5)
nous présentons l’analogie entre une bulle nue et une chaîne de pendules avec un couplage
en forme de "V". Dans le deuxième chapitre de cette partie (chap.6), nous étendons l’ana-
logie aux bulles encapsulées constituant les agents de contraste ultrasonore.

Finalement, la dernière partie de cette thèse intitulée Conclusions et perspectives dres-
sera le bilan de cette étude et présentera des perspectives afin de poursuivre le travail.
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Première partie

Des bulles aux agents
de contraste ultrasonore

« De temps en temps il s’arrête de mâcher son chewing-gum,
il entrouve ses lèvres et il souffle une bulle.

La bulle verte se gonfle, se distend, puis elle explose avec un bruit sec. »
Jean-Marie Gustave Le Clézio, Les géants, 1973.
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR LES BULLES

Ce chapitre a pour but de présenter la bulle au sens large. La première section est
une description générale de la bulle et des exemples de son utilisation sont présentés.
Dans la seconde section de ce chapitre, nous allons nous focaliser sur une simple
bulle d’air et plus particulièrement sur sa dynamique. Nous présenterons l’équation
de Rayleigh-Plesset qui régit la physique d’une bulle lorsque celle-ci est soumise à
une excitation extérieure. Cette équation est une des fondations de ce travail de thèse
et sera utilisée par la suite car elle est le point d’origine de la plupart des modèles
mathématiques développés pour des bulles encapsulées.

Sommaire
1.1 Qu’est-ce qu’une bulle ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2 Physique de la bulle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.2.1 Un peu d’histoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.2.2 L’équation de Rayleigh-Plesset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.1 Qu’est-ce qu’une bulle ?

Une bulle est une interface entre deux milieux. C’est une petite quantité d’air, de gaz
ou de vapeur qui prend une forme sphérique afin de minimiser l’énergie, dans un fluide
ou dans une matière en fusion ou solidifiée. Ce petit élément qui, à première vue, semble
d’une simplicité déconcertante, recèle une physique riche et complexe et trouve aisément sa
place dans notre quotidien. En effet, la bulle fait partie intégrante de notre vie. Elle amuse
les petits (les grands aussi !). On la trouve dans certaines boissons, dans nos casseroles

29



1.2. PHYSIQUE DE LA BULLE

lorsque nous faisons bouillir de l’eau. Avec le phénomène de cavitation 1, on voit souvent
apparaître des bulles à proximité des hélices de bateaux ou de sous-marins. Les bulles ont
une utilité en médecine, comme nous l’avons vu dans l’introduction, mais peuvent s’avérer
dangereuses si, par exemple, elles se forment dans les tissus humains, entraînant ainsi des
accidents de décompression fréquent dans certains corps de métiers tels que les plongeurs
ou les astronautes.
Ces quelques exemples démontrent l’importance de la bulle dans notre environnement,
d’où l’intérêt de bien la connaître et d’étudier son comportement lorsqu’elle interagit avec
d’autres objets.

1.2 Physique de la bulle

1.2.1 Un peu d’histoire

Depuis le début du XXe siècle, les chercheurs s’intéressent à la dynamique des bulles.
L’étude du comportement oscillatoire des bulles a commencé avec les travaux de Lord
Rayleigh [Rayleigh (1917)]. Mandaté par la Royal Navy, Rayleigh avait pour mission de
découvrir l’origine des dommages causés aux hélices des sous-marins. Il s’est intéressé au
comportement des bulles de cavitation en suspension dans un fluide. Il a montré que la
surpression créée par l’oscillation et l’éclatement des bulles pouvaient être à l’origine des
dégâts sur les hélices.
Quelques années plus tard, au début des années 1930, Minnaert s’est intéressé à la dyna-
mique des bulles mais pour un tout autre champ d’application. En effet, son travail portait
sur l’origine du son de l’eau courante [Minnaert (1933)]. Il a supposé que les bulles oscil-
lant radialement de façon périodique étaient responsables du "murmure" des rivières. Il a
exprimé le lien entre la fréquence propre des oscillations des bulles et la taille de leur rayon
à l’équilibre grâce à l’équation

f0 =
1

2πR0

√
3κP0

ρ
. (1.1)

Dans cette équation, f0 est la fréquence propre des oscillations, R0 le rayon d’une bulle à
l’équilibre, κ le coefficient polytropique, P0 la pression statique et ρ la masse volumique du
fluide environnant.
Les travaux de Lord Rayleigh et de Minnaert sont les fondations de l’étude du compor-
tement oscillatoire des microbulles. Ils ont été complétés plus tard en prenant en compte
d’autres propriétés physiques comme par exemple la tension de surface de la bulle ou la
viscosité du fluide environnant.

Intéressons-nous maintenant à l’équation du mouvement décrivant la dynamique d’une
bulle : l’équation de Rayleigh-Plesset.

1. La cavitation est la formation de bulles, sans élévation de température dans l’eau mais par une action
mécanique. Par exemple, lorsque l’on secoue une bouteille d’eau, on peut observer la formation de petites
bulles qui éclatent rapidement.
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1.2.2 L’équation de Rayleigh-Plesset

Dans cette sous section, nous présentons les différentes étapes du calcul qui mène à
l’obtention de l’équation de Rayleigh-Plesset (voir également [Pauzin (2009)]). Cette équa-
tion du mouvement non linéaire décrit la dynamique d’une bulle. Elle donne la réponse de
cette dernière à un champ de pression dans un fluide incompressible. À t = 0, le rayon de
la bulle est R0. La pression statique P0 est constante. À t > 0, une pression Pac(t) s’ajoute
à la pression statique et la pression P∞ dans le liquide loin de la bulle est

P∞ = P0 + Pac(t). (1.2)

On se place dans un repère à coordonnées sphériques et on prend comme origine du repère
le centre de la bulle. En présence du champ de pression Pac(t), on suppose que la bulle se
met à osciller de façon radiale. En considérant la symétrie sphérique, on peut écrire que la
vitesse de la paroi de la bulle est

~v = v(r, t)~er. (1.3)

Nous partons des équations fondamentales de la mécanique des fluides : l’équation de
continuité et l’équation d’Euler. La première est donnée par

∂tρ+ ~∇.(ρ~v) = 0. (1.4)

La seconde est
ρ
d~v

dt
≡ ρ(∂t~v + (~v.~∇)~v) = ~F . (1.5)

Nous considérons que les seules forces présentes sont celles dues à la pression, soit

~F = −~∇P, (1.6)

avec P = PL(r) + P∞(t), PL(r) étant la pression du liquide au point situé à une distance
r du centre de la bulle. Considérant l’incompressiblité du fluide, l’équation 1.4 devient

~∇.~v = 0, (1.7)

et donc

v(r, t) = ṙ =
R2

r2
Ṙ, (1.8)

pour r > R. En introduisant le potentiel de vitesse φ tel que ~v = ~∇φ, on obtient ainsi

φ = −R
2

r2
Ṙ, (1.9)

avec φ(r →∞) = 0. Nous faisons ensuite l’hypothèse que le fluide est irrotationnel, ce qui
implique que

(v.~∇)~v = ~∇
(

1

2
v2
)
. (1.10)

En remplaçant ~v par son expression en fonction du potentiel de vitesse et en introduisant
l’équation 1.10 dans l’équation d’Euler 1.5, nous obtenons une équation de Bernoulli

φ̇+
1

2
(~∇φ)2 = −PL(r)

ρ
+
P∞(t)

ρ
. (1.11)
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En remplaçant φ par son expression donnée par l’équation 1.9 et en se plaçant en r = R,
nous obtenons ainsi l’équation de Rayleigh-Plesset [Plesset (1949)]

R̈R+
3

2
Ṙ2 =

1

ρ
(PL(r)− P∞(t)). (1.12)

Si la tension de surface est négligée, la pression du liquide en R est égale à la pression du gaz
en R (i.e. PL(R) = PG(R)). Nous supposons que le gaz a un comportement polytropique
ce qui signifie que la pression en R peut s’écrire

PG(R) = PG,0

(
R0

R

)3κ

, (1.13)

avec R0 le rayon à l’équilibre et κ l’exposant polytropique. κ = 1 si le gaz à un comporte-
ment isotherme et κ = γ si le gaz a un comportement adiabatique.

Remarque : PG,0 = P0 à t = 0. En remplaçant dans l’équation 1.12, l’équation de
Rayleigh-Plesset devient

R̈R+
3

2
Ṙ2 =

1

ρ

(
P0

(
R0

R

)3κ

− P0 − Pac(t)

)
. (1.14)

Notons qu’en développant le rayon de la bulle en posant R(t) = R0 +r(t) avec r(t) << R0

et en remplaçant dans l’équation 1.14, on obtient l’équation du mouvement d’un oscillateur
harmonique

ẍ+
3κP0

ρR2
0

x = 0, (1.15)

avec ω2
0 = 3κP0

ρR2
0
, permettant de retrouver l’expression la fréquence de Minnaert donnée par

l’équation 1.1 en posant f0 = ω0
2π .

Par la suite, l’équation de Rayleigh-Plesset 1.14 a été complétée. En 1950, Noltingk
et Neppiras ont pris en compte la tension de surface σ de la bulle [Noltingk et Neppiras
(1950)]. L’équation 1.14 devient

R̈R+
3

2
Ṙ2 =

1

ρ

((
P0 +

2σ

R0

)(
R0

R

)3κ

− 2σ

R
− Pac(t)− P0

)
. (1.16)

Deux en plus tard, Poritsky a ajouté un terme de viscosité µ propre au fluide environ-
nant [Poritsky (1952)]

R̈R+
3

2
Ṙ2 =

1

ρ

((
P0 +

2σ

R0

)(
R0

R

)3κ

− 2σ

R
− 4µṘ

R
− Pac(t)− P0

)
. (1.17)

L’équation 1.17 est connue sous le nom de "modèle RPNNP", chacune des lettres corres-
pond aux noms des contributeurs (Rayleigh, Plesset, Noltingk, Neppiras et Poritsky). Dans
la suite de cette thèse, nous utiliserons cette équation.
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1.3 Conclusion

La dynamique d’une bulle de gaz soumise à une excitation extérieure est complexe. Elle
tient compte des propriétés physiques de la bulle telle que la tension de surface σ de la
paroi, et de celles du fluide environnant telle que la viscosité µ. Dans le cas des microbulles
d’agents de contraste ultrasonore que nous allons présenter dans le chapitre suivant, il
faut étendre le modèle afin de prendre en compte les caractéristiques propres à ce type de
microbulles, notamment celles de leur enveloppe.
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CHAPITRE 2

LES AGENTS DE CONTRASTE ULTRASONORE

Après avoir évoqué, dans le chapitre 1 "Généralités sur les bulles", le cas d’une bulle
d’air, nous nous intéressons ici à des bulles spécifiques : les microbulles d’agents
de contraste ultrasonore (ACUs). La première section du chapitre est consacrée à
la présentation du contexte, de l’origine et de l’utilisation des ACUs. La deuxième
section porte sur la composition des microbulles d’ACUs. Pour finir, la troisième
section concerne l’étude du comportement des microbulles en présence d’un champ
acoustique.

Sommaire
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2 Description d’un ACU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3 Comportement d’une microbulle d’ACUs . . . . . . . . . . . . . 39
2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.1 Introduction

Rappelons tout d’abord succinctement le principe de l’échographie. Une sonde écho-
graphique envoie une onde ultrasonore en direction de la zone d’intérêt. Cette onde est
réfléchie par les tissus biologiques à l’interface de deux milieux d’impédances acoustiques
différentes et l’écho rétrodiffusé est réceptionné par la sonde. Les changements d’impédances
acoustiques au niveau des interfaces entre les tissus entraînent des variations d’énergie de
l’onde réfléchie. L’intensité du signal réfléchi dépend donc des propriétés physiques des tis-
sus ; il est ainsi possible de distinguer les différents milieux traversés par l’onde. Bien que
l’imagerie ultrasonore possède de nombreux avantages (non invasive, non ionisante, moins
onéreuse que d’autre modalité d’imagerie), elle présente une certaine limite en terme de
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2.2. DESCRIPTION D’UN ACU

résolution. Les propriétés physiques des tissus biologiques étant assez proches 1, parfois les
images obtenues peuvent être plus délicates à interpréter pour l’échographiste. Cependant,
comme pour les autres techniques d’imagerie telle que l’imagerie par résonance magnétique
(IRM), il est possible d’utiliser des produits de contraste.

Il est bien établi que l’introduction des ACUs a révolutionné le domaine de l’échogra-
phie [Novell et al. (2013)]. Leur utilisation a permis d’améliorer significativement la qualité
des images et ainsi de faciliter leur interprétation. De nos jours, ils sont couramment uti-
lisés en clinique pour, par exemple, évaluer la perfusion cardiaque ou encore détecter des
tumeurs hépatiques. Ces ACUs injectés par voir intraveineuse dans l’organisme des pa-
tients permettent, en rehaussant significativement l’écho sanguin, de mettre en évidence la
vascularisation de tissus parfois inaccessibles et par conséquent, de préciser les diagnostics.

En 1968, Gramiak et Shah ont démontré qu’au cour d’un examen échocardiographique,
l’échogénicité du sang augmentait suite à l’injection, dans l’aorte, d’une solution saline au
préalablement agitée [Gramiak et Shah (1968)]. L’agitation entraîne la formation de bulles
d’air qui, en circulant dans le sang, rehausse le contraste. Cependant, deux problèmes se
présentent. Le premier concerne le temps de vie des bulles. En effet, le gaz se dissout
rapidement dans le fluide environnant. La durée de vie des bulles est donc trop courte
par rapport au temps nécessaire pour pratiquer l’examen médical. Le deuxième problème
concerne la taille des bulles. Celles-ci ne passent pas le lit capillaire pulmonaire qui est le
passage obligatoire pour atteindre le ventricule gauche. Pour palier ces deux problèmes,
les produits de contraste ont du être améliorés pour devenir plus petits et plus stables
notamment en enfermant le gaz dans une enveloppe non-toxique pour l’organisme. C’est
ainsi que de nouvelles générations d’ACUs ont vu le jour (e.g., [Keller et al. (1989)] et
[Schneider et al. (1995)]). Les principaux ACUs sont présentés dans le tableau 2.1.

Actuellement, en plus d’être utilisés en imagerie de contraste, les ACUs sont en cours
d’investigations pour le développement de nouvelles applications thérapeutiques (e.g., ou-
verture de la barrière hémato-encéphalique, la délivrance locorégionale de médicaments)
[Park et al. (2012); Liu et al. (2014)]. D’où l’intérêt, à l’heure actuelle, de développer des
modèles décrivant complètement la dynamique des microbulles d’ACUs prenant en compte
les propriétés physico-chimique de celles-ci.

2.2 Description d’un ACU

Les solutions d’ACUs sont constituées de millions de petites bulles gazeuses non toxiques
pour l’organisme (fig.2.1). Ces dernières doivent pouvoir franchir les capillaires pulmonaires,
leur taille est donc approximativement de l’ordre de celle des globules rouges (R0 ≤ 10 µm).
Afin de remédier au problème de la dissolution rapide des microbulles dans le sang, celles-
ci sont souvent constituées de gaz à poids moléculaire lourd tels que le perfluorobutane

1. L’impédance acoustique Z des tissus est voisine de celle de l’eau. En général, Z ∈ [1, 3.10−6−1, 7.106

kg.m−2.s−1].
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          gaz 

enveloppe biocompatible 

fluide environnant 

onde acoustique 

médicament (optionnel, 
pour la thérapie ciblée) 

ligand (optionnel, pour 
la thérapie ciblée) 

Figure 2.1 – Schéma d’une microbulle d’agent de contraste ultrasonore soumise à une
onde acoustique.

(C4F10) ou l’hexafluorure de soufre (SF6). Le gaz est confiné dans une enveloppe biocom-
patible de quelques nanomètres constituée de phospholipides, de polymères, d’albumine,
etc. Cette enveloppe a pour fonction de stabiliser l’interface gaz/liquide. Ainsi, la bulle est
plus persistante et il est possible d’augmenter la durée de l’examen échographique (plu-
sieurs minutes).

En plus des ACUs classiques, il existe des agents de contraste ciblés. Des ligands ou des
anticorps spécifiques de molécules surexprimées à la surface des cellules de tissus patholo-
giques (e.g., VEGFR-2 [Pochon et al. (2010)] et la P-Selectin pour la détection du cancer
et des pathologies inflammatoires, respectivement), peuvent être fixés sur l’enveloppe des
microbulles. Ces microbulles ciblées permettent alors de réaliser une imagerie des tissus
pathologiques au niveau moléculaire, dès les premières manifestations tumorales, afin de
préciser un diagnostic ou réaliser un suivi thérapeutique. Dans le cadre de la thérapie lo-
corégionale, les microbulles peuvent également être chargées en substances thérapeutiques
qui seront libérées uniquement dans les cellules ciblées, après l’éclatement de la bulle par
ultrasons.
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Nom Diamètre Enveloppe Gaz Autorisation
moyen (µm)

BR55
1.5 phospholipides C4F10/N2 phase 1

(Bracco) (test de l’innocuité)
BR14

2.6 phospholipides C4F10 expérimental
(Bracco)
Definity

1.5 phospholipides C3F8 Australie
(Lantheus Medical Imaging) USA

Levovist
2-3 galactose air Australie

(Bayer Schering Pharma) acide palmitique Europe
Optison

3-5 albumine humaine C3F8 USA
(GE Healthcare) Europe

Sonazoid
2.6 phospholipides C4F10 Japon

(Amersham Health)
SonoVue USA (Lumason)

2.5 phospholipides SF6 Chine
(Bracco) Europe

Vevo Micromarker
2.3-2.9 phospholipides C4F10/N2 in vivo

(Bracco)

C4F10 : perfluorobutane, N2 : diazote
C3F8 : octafluoropropane, SF6 : hexafluorure de soufre

Table 2.1 – Principaux agents de contraste ultrasonore.
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2.3 Comportement d’une microbulle d’ACUs

En réponse à une excitation acoustique, la microbulle va renvoyer un écho dans toutes
les directions ce qui fait d’elle un excellent diffuseur d’ultrasons. Il faut cependant noter que
la capacité de la microbulle à réfléchir l’onde ultrasonore est liée à ses propriétés physiques
telles que la compressibilité du gaz ou à ces propriétés viscoélastiques liées à la composition
de son enveloppe. Sa réponse acoustique va également être liée à l’index mécanique (IM)
exprimé en MPa.MHz−1/2. Ce dernier est un des paramètres fondamentaux en imagerie
ultrasonore. L’IM est corrélé à la pression acoustique et s’exprime de la façon suivante,

IM =
P−(t)√
fe

, (2.1)

où P−(t) est la pression négative et fe la fréquence d’excitation.
En présence d’une onde acoustique de faible amplitude et de fréquence fe, correspondant
à un faible IM (< 0, 1), la microbulle entre en oscillation radiale avec une fréquence fe
(fig.2.2.A et B). Son rayon s’exprime de la façon suivante

R(t) = R0 + r(t) (2.2)

avec r(t) une fonction dépendante du temps qui représente le déplacement de l’enveloppe
de la bulle. On observe une compression de la microbulle lors de la phase positive de
l’onde et une dilatation lors de la phase négative (fig.2.2.C). Dans ce cas, la bulle peut être
assimilée à un oscillateur harmonique (équation 1.15, p.30). Si l’on augmente l’amplitude
de l’excitation ultrasonore (0, 1 < IM < 0, 5), les phases de compression et de dilatation
de la bulle deviennent asymétriques et entraînent la bulle dans un régime non linéaire
caractérisé par la génération d’harmoniques (k.fe) (fig.2.3). Dans ce cas, la dynamique de
la microbulle est donnée par l’équation "RPNNP" 1.17 p.30.

En présence d’une excitation ultrasonore spécifique, la microbulle peut présenter des
oscillations non sphériques au travers d’instabilités à l’interface gaz/fluide. Dans ce cas, le
rayon devient une fonction dépendante de l’espace

R(t)→ R(α,ϕ, t) = R(t) + ξ(α,ϕ, t), (2.3)

où ξ(α,ϕ, t) est une perturbation dont les coordonnées α et ϕ représentent respectivement
les variations polaire et azimutale. La microbulle présente des motifs de surface que l’on
appellera par la suite, des modes de vibration. Ces modes de vibrations sont caractérisés
par un ordre n et dépendent des paramètres d’excitation (fig.2.4). C’est ce comportement
qui nous intéressera plus particulièrement dans la quatrième partie de cette thèse. L’ordre
n = 0 correspond au mode radial (succession de compressions et de dilatations). Pour
l’ordre n = 1, on observe le déplacement du centre de masse de la microbulle.

2.4 Conclusion

Les microbulles encapsulées utilisées dans les ACUs ont largement contribué à l’évolu-
tion de l’échographie de contraste et de la thérapie locorégionale. Les microbulles ont une
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Figure 2.2 – Schéma du comportement linéaire d’une bulle. A : rayon de la bulle en fonc-
tion du temps. La bulle oscille de façon symétrique (i.e. les amplitudes de compression et de
dilatation sont équivalentes). B : spectre du signal. La bulle oscille à une fréquence égale à
la fréquence de l’excitation fe. C : la bulle oscille volumétriquement dans un champ acous-
tique. Pour des pressions positives et négatives, on observe respectivement une compression
et une dilatation de la bulle.
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Figure 2.3 – A : rayon de la bulle en fonction du temps. La bulle oscille de façon asymé-
trique (i.e. les amplitudes de compression et de dilatation sont différentes). B : spectre du
signal. On observe la génération d’harmoniques k.fe avec k ∈ Q.
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Figure 2.4 – Exemples de modes de vibration d’une microbulle. Image extraite de [Versluis
et al. (2010)].
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dynamique complexe qui est affectée par les propriétés viscoélastiques de l’enveloppe. Une
description théorique du comportement rhéologique 2 des bulles est donc d’une importance
primordiale. On trouve dans la littérature différents modèles rendant compte du compor-
tement d’une microbulle d’ACUs soumise à une excitation acoustique. Ces modèles font
l’objet du chapitre suivant.
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Deuxième partie

État de l’art...

"Que la science que nous acquérons par la lecture
ne soit pour nous que le ciseau du sculpteur ;
qu’elle nous aide à tailler le bloc de pensées

et de sentiments qui fait le fond de nous-mêmes."
Octave Pirmez
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CHAPITRE 3

...DES MODÈLES MATHÉMATIQUES DES ACUS

Ce chapitre présente l’état de l’art des différents modèles mathématiques que l’on
peut trouver dans la littérature et qui décrivent le comportement oscillatoire de
microbulles d’ACUs encapsulées dans une enveloppe biocompatible et soumises à
une excitation acoustique. Chaque section de ce chapitre est consacrée à un modèle
mathématique.
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3.1 Introduction

Les microbulles d’ACUs ont une dynamique complexe qui est fortement influencée
par les propriétés physiques de l’enveloppe. En effet, les bulles encapsulées dans une fine
enveloppe élastique, se comportent différemment des bulles nues (i.e. sans enveloppe). De
nombreuses études ont été conduites afin de modéliser le comportement de cette enveloppe.

La littérature présente un certain nombre de modèles décrivant la dynamique des mi-
crobulles d’agents de contraste. Tous ces modèles mathématiques prennent pour point de
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3.2. MODÈLE DE DE JONG

départ l’équation "RPNNP" 1.17 obtenue dans le chapitre 1 "Généralités sur les bulles",

RR̈+
3

2
Ṙ2 − 1

ρ

(
P0 +

2σ

R0

)(
R0

R

)3κ

− P0 − Pac(t)−
2σ

R
− 4µ

Ṙ

R
= 0. (3.1)

Nous avons recensé les principaux modèles mathématiques afin de les présenter, d’analyser
les différences qui existent entre eux et d’en extraire leurs limitations. Dans ce chapitre,
nous proposons une brève description des modèles, pour un aperçu plus détaillé de ceux-ci,
on se reportera, en plus des articles originaux, à l’article de Doinikov et Bouakaz [Doinikov
et Bouakaz (2011)].

3.2 Modèle de de Jong

Dans leurs travaux, de Jong et al. se sont penchés sur le cas de l’agent de contraste
Albunex (Molecular Biosystems Inc., San Diego, USA) [de Jong et al. (1994a,b); de Jong et
Hoff (1993); de Jong et al. (1992)]. Celui-ci est constitué de microbulles de gaz encapsulées
dans une enveloppe d’albumine humaine 1. Ils ont étendu l’équation "RPNNP" au cas d’une
microbulle d’Albunex en incluant les effets de l’enveloppe. Deux paramètres de l’enveloppe
ont été inclus dans la théorie : un paramètre d’élasticité et un paramètre de friction.
L’équation formulée par de Jong et al. est :

ρ
(
RR̈+ 3

2Ṙ
2
)

=
(

2σ
R0

+ P0 − Pv
) (

R0
R

)3κ
+Pv − P0 − 2σ

R − 2Sp

(
1
R0
− 1

R

)
−δtωeρRṘ− Pac(t),

(3.2)

où δt est le coefficient d’amortissement total donné par,

δt = δ +
Sf
mωe

, (3.3)

Pv est la pression de la vapeur, Sp le paramètre d’élasticité de l’enveloppe et ωe est la
fréquence angulaire du champ acoustique,m est la masses effective de la bulle. Le coefficient
δ est la somme de trois termes d’amortissement dont on peut trouver les expressions dans
[Medwin (1977)],

δ = δrad + δvis + δth, (3.4)

où δrad est le coefficient d’amortissement dû à la radiation, δvis est le coefficient d’amortis-
sement dû à la viscosité du fluide environnant et δth est le coefficient d’amortissement dû
à la conduction thermique.
On note que le terme µ représentant la viscosité du fluide environnant n’apparaît pas
comme dans l’équation "RPNNP" 1.17 (p.30), il est inclus dans le coefficient d’amortisse-
ment total.

1. Caractéristiques de l’agent de contraste Albunex. Diamètre moyen des bulles : ∅4 µm, épaisseur de
l’enveloppe : ' 20 − 25nm, distribution de taille des microbulles : environ 95% ont un diamètre compris
entre 1− 10 µm.
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3.3 Modèle de Church

Le modèle proposé par Church [Church (1995)] prend en compte l’épaisseur de l’en-
veloppe de la bulle. Church a développé une équation de type Rayleigh-Plesset pour le
cas d’une bulle sphérique dont la surface est composée de molécules qui collectivement, se
comportent comme un solide continu, élastique et incompressible (fig.3.1).

gaz 

enveloppe de la bulle 
liquide 

R1 

R2 

Figure 3.1 – Schéma d’une microbulle considérée dans le modèle de Church. L’enveloppe
de la bulle est constituée d’un ensemble de molécules.

L’équation de Church décrivant la réponse de la bulle à un champ acoustique est :

ρS

[
R1R̈1

(
1 +

(
ρ−ρS
ρS

)(
R1
R2

))
+ Ṙ1

2
(
3
2 +

(
ρ−ρS
ρS

)(
4R3

2−R3
1

2R3
2

)
R1
R2

)]
= PG,0

(
R01
R1

)3κ
− P∞(t)− 2σ1

R1
− 2σ2

R2

−4 Ṙ1
R1

(
VSµS+R

3
1µ

R3
2

)
− 4VSGS

R3
2

(
1− R0

R

)
,

(3.5)

avec
VS = R3

02 −R3
01. (3.6)

47
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avec Vs = cste dans le cas où l’enveloppe est incompressible. Les indices 1 et 2 se ré-
fèrent respectivement aux rayons interne et externe de la bulle et l’indice S fait référence
à l’enveloppe ("solide"). Dans cette équation, ρS est la masse volumique de l’enveloppe,
ρ est la masse volumique du fluide environnant, PG,0 est la pression à l’intérieur de la
bulle à l’équilibre, R01 est le rayon de la première interface à t = 0, R02 est le rayon de la
deuxième interface à t = 0, σ1 la tension de surface au niveau de l’interface gaz-solide, σ2
est la tension de surface au niveau de l’interface solide-liquide et GS le module de rigidité
de l’enveloppe.

La différence entre le modèle de Church et celui de de Jong se trouve au niveau de
l’épaisseur de l’enveloppe. Le modèle de de Jong est plus adapté aux microbulles encap-
sulées dans une enveloppe lipidique de faible épaisseur (1-4 nm). En revanche, pour des
microbulles dont l’enveloppe est composée de molécules d’albumine (15-20 nm), le modèle
de Church est le plus adapté. On note cependant que si l’on considère des microbulles dont
l’épaisseur de l’enveloppe est négligeable et dont les oscillations sont de faible amplitude
(R01/R1 ' 1), les deux modèles sont très proches. En revanche, dès que l’on étudie les
oscillations non linéaires, ceux-ci ne sont plus équivalents.

3.4 Modèle de Hoff

Le modèle proposé par Hoff et al. [Hoff et al. (2000)] permet de décrire les oscillations
d’une microbulle encapsulée dans une fine enveloppe de polymère, dont l’épaisseur ε(t)
évolue au cours des oscillations. Ces microbulles sont produites par Nycomed. Ce modèle
est une modification du modèle décrit par Church. L’équation donnée par Hoff et al. est :

ρ
(
R̈R+ 3

2Ṙ
2
)

= P0

((
R0
R

)3κ − 1
)
− Pac(t)

−4µ ṘR − 12µS
ε0R2

0
R3

Ṙ
R

−12Gs
ε0R2

0
R3

(
1− R0

R

)
,

(3.7)

où ε0 est l’épaisseur de l’enveloppe au repos. Cette équation est obtenue en développant
en série les termes de l’équation de Church par rapport au paramètre ε(t)/R2, avec ε(t)
l’épaisseur de l’enveloppe à l’instant t, et en ne gardant que les termes du premier ordre.

3.5 Modèle de Chatterjee-Sarkar

En général, la structure de l’enveloppe d’une microbulle n’est pas homogène. L’hypo-
thèse d’une enveloppe homogène constituée de molécules dont les propriétés sont constantes
n’est donc pas appropriée. C’est pour cela que dans leur étude, Chatterjee et Sarkar [Chat-
terjee et Sarkar (2003)] considèrent l’enveloppe de la bulle comme une interface complexe
d’une épaisseur infinitésimale. Ils considèrent une rhéologie newtonienne, ce qui signifie que
seules les forces visqueuses à l’interface sont prises en compte. Ils ont obtenu une équation
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de type Rayleigh-Plesset

ρ
(
R̈R+ 3

2Ṙ
2
)

=
(
P0 + 2σ

R

) (
R0
R

)3κ
−4µṘ

R −
2σ
R −

4κsṘ
R − P0 + Pac(t),

(3.8)

avec κs la viscosité dilatationnelle de surface.

Sarkar et al. ont refait le même calcul en ajoutant un terme d’élasticité [Sarkar et al.
(2005)]. L’équation finale est donnée par

ρl

(
R̈R+ 3

2Ṙ
2
)

=
(
P0 + 2σ

R

) (
R0
R

)3κ
−4µṘ

R −
2σ
R −

4κsṘ
R − P0 + Pac(t)

−2Es

R

(
R2

R2
E
− 1
)
,

(3.9)

où RE est le rayon correspondant à la position d’équilibre lorsqu’il n’y a pas de contrainte,
Es est l’élasticité dilatationnelle.

3.6 Modèle de Marmottant

Dans les modèles précédents, la tension de surface σ possède une valeur constante.
Marmottant et al., ont présenté un modèle mathématique applicable aux bulles d’ACUs
qui prend en compte les propriétés physiques d’une microbulle de gaz encapsulée par une
monocouche lipidique [Marmottant et al. (2005)]. Ils présentent un modèle non linéaire
prenant en compte des oscillations de grandes amplitudes et les variations de la tension de
surface en fonction du rayon de la bulle. L’équation décrivant la dynamique est :

ρ
(
R̈R+ 3

2Ṙ
2
)

=
(
P0 + 2σ(R0)

R0

) (
R0
R

)3κ (
1− 3κ

c Ṙ
)

−P0 − 2σ(R)
R − 4µṘ

R −
4κsṘ
R2 − Pac(t),

(3.10)

où la tension de surface est exprimée

σ(R) =



0 si R ≤ Rflambage,

χ

(
R2

R2
flambage

− 1

)
si Rflambage ≤ R ≤ Rcassure,

σeau si R ≥ Rrupture,

(3.11)

avec Rflambage ≤ R0 le rayon limite en dessous duquel l’enveloppe de la bulle est dans
un état de flambage ("buckled state"), Rcassure le rayon limite avant que l’enveloppe ne
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3.7. MODÈLE DE MAXWELL (DOINIKOV ET DAYTON)

se brise, Rrupture le rayon pour lequel l’enveloppe se rompt et le gaz se dissout et σeau la
tension de surface de l’eau.
Les rayons limites sont donnés par les équations,

Rcassure = Rflambage

√(
1 + σcassure

χ

)
,

Rrupture = Rflambage

√(
1 + σeau

χ

)
,

(3.12)

où σcassure > σeau est la tension de surface critique de l’enveloppe au moment où elle se
brise.
Au cours de la compression, lorsque le rayon de la bulle se trouve en dessous de la valeur
seuil Rflambage, la tension de surface tend vers 0. On observe un flambage de l’enveloppe
de la bulle. Au cours de la dilatation, l’enveloppe de la bulle devient élastique et la valeur
de σ augmente. Lorsque le rayon dépasse une autre valeur seuil Rrupture , la tension de
surface sature à σeau = 0, 072 N.m−1.

3.7 Modèle de Maxwell (Doinikov et Dayton)

Dans leur étude, Doinikov et Dayton [Doinikov et Dayton (2007)] proposent un mo-
dèle permettant de décrire le comportement d’une bulle encapsulée en utilisant l’équation
linéaire constitutive de Maxwell [Landau et Lifshitz (1975)]. Cette équation est donnée par

τ (s)rr + λτ̇ (s)rr = 2ηSvr, (3.13)

avec λ le temps de relaxation, ηS la viscosité de cisaillement de l’enveloppe, τrr le tenseur
déviateur de contrainte et vr est la dérivée par rapport à r de la composante radiale de la
vitesse. La loi 3.13 est une équation d’interpolation pour les enveloppes dont la composition
se situe entre le solide élastique et le fluide visqueux.
Après un certain nombre d’opérations mathématiques, on obtient l’équation du mouvement
suivante
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02−R3

01)

R3
1R

3
2

]
,

(3.14)

où la fonction D(t) obéit à l’équation

D(t) + λḊ(t) = R2
1Ṙ1. (3.15)

Le rayon de la bulle est calculé en résolvant simultanément les équations 3.14 et 3.15.
Doinikov et Dayton ont proposé ce modèle afin d’expliquer certaines données expérimen-
tales en contradiction avec l’hypothèse que la fréquence de résonance d’une bulle encapsulée
dans une enveloppe lipidique doit être beaucoup plus élevée que la fréquence de résonance
d’une bulle nue de la même taille [Dayton et al. (2002); Sun et al. (2005)].
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3.8 Modèle de Tsiglifis-Pelekasis

Les travaux de recherches de Tsiglifis et Pelekasis [Tsiglifis et Pelekasis (2008)] consistent
à étudier les oscillations radiales non linéaires d’une bulle encapsulée dans une enveloppe
élastique. L’enveloppe est modélisée comme une fine membrane via différentes lois consti-
tutives décrivant les propriétés viscoélastiques de celle-ci : la loi de Kelvin-Voigt, la loi
de Mooney-Rivlin et la loi de Skalak. L’équation adimensionnée de ce modèle telle qu’elle
apparaît dans [Tsiglifis et Pelekasis (2008)] est :

(1−M%̇)%%̈+
(
3
2 −

M%̇
2

)
%̇2 = (1 +MṘ(Pl|r=R − P0 − Pac(t))

+M% ddt(Pl|r=R − Pac(t)),
(3.16)

avec M le nombre de Mach (M = ωe
R0
c << 1), % le rayon adimensionné de la bulle

et Pl|r=R la pression adimensionnée dans le liquide au niveau de l’interface. On trouve
l’équation avec dimensions dans [Doinikov et Bouakaz (2011)](
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avec

G =
1
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)3κ
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Ṙ

R
− P0 − Pac(t)− 12εµs

Ṙ

R2
− Sel

)
, (3.18)

où Sel est un terme propre à l’élasticité de l’enveloppe. Ce dernier est dérivé pour les trois
équations constitutives citées plus haut.

a) Équation de Kelvin-Voigt
Le terme d’élasticité devient

SKVel =
6εµs
R

(
R2

R2
0

− 1

)
. (3.19)

b) Équation Mooney-Rivlin
Tsiglifis et Pelekasis obtiennent pour Sel

SMR
el =

2µMR

R

(
1− R6

0

R6

)[
1 + b

(
R2

R2
0

− 1

)]
, (3.20)

avec µMR le module de cisaillement de surface de Mooney-Rivlin et b un paramètre adi-
mensionné compris entre 0 et 1.

c) Équation de Skalak
Avec la loi de Skalak, le terme d’élasticité est donné par

SSkel =
2µSk
R

(
R2

R2
0

(1− C) + C
R6

R6
0

− 1

)
, (3.21)

avec µSk le module de cisaillement de surface de Skalak et C un paramètre toujours positif.
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3.9 Conclusion

Nous avons présenté une partie des modèles théoriques qui ont été proposés pour diffé-
rents types d’ACUs. La plupart d’entre eux suppose que l’enveloppe se comporte comme un
solide viscoélastique (adapté pour des enveloppes constituées d’albumine ou de polymères).
Certains considèrent l’enveloppe comme un fluide newtonien (plus adapté aux enveloppes
lipidiques). Ces modèles ont tous en commun une équation de type Rayleigh-Plesset qui
décrit le comportement oscillatoire de la bulle en réponse à un champ acoustique imposé.
Cependant, ces équations ne décrivent que les oscillations radiales de la bulle. Or, nous
avons décrit dans le chapitre précédent qu’une bulle, sous l’action d’une excitation acous-
tique spécifique, pouvait présenter des modes de vibrations. Ces derniers ne sont pas pris
en compte dans les modèles décrits ici. D’autres équations sont donc nécessaires afin de
décrire la dynamique complète de la bulle. Ces équations font l’objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE 4

...SUR LES MODES DE VIBRATION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la littérature portant sur l’étude des modes
de vibration des bulles. La première section présente le contexte et un bref historique
de l’étude de ces modes de vibration. La seconde section est consacrée à la formu-
lation mathématique du problème. Nous présentons ensuite les résultats issus des
observations directes de la bulle et nous montrons les limites de ces études.
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4.2 Formulation mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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4.3 Observations expérimentales des oscillations des microbulles
d’ACUs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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4.1 Introduction

Comme nous l’avons montré dans le chapitre 2 "Agents de contraste ultrasonore", les
ACUs utilisés en imagerie médicale représentent l’une des innovations majeures des der-
nières décades dans le domaine de l’imagerie ultrasonore. En plus des oscillations radiales,
les microbulles peuvent représenter des modes de vibration lorsqu’elles sont soumises à une
excitation ultrasonore spécifique (fig.2.4 p.39). On voit apparaître des motifs de surface
qui dépendent des paramètres d’excitation de la bulle. Les mécanismes à l’origine de ce
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4.2. FORMULATION MATHÉMATIQUE

comportement non linéaire sont recherchés afin d’améliorer notre compréhension de la dy-
namique des microbulles. Dans le cas de bulles nues (i.e. sans enveloppe) dont le diamètre
est plus grand que les microbulles d’ACUs, les oscillations radiales deviennent instables
passé un certain seuil de l’excitation acoustique.

Dans la continuité des travaux de Lord Rayleigh [Rayleigh (1917)] et Minnaert [Min-
naert (1933)], de nombreuses études sur les oscillations non sphériques de bulles ou de
gouttes [Trinh et al. (1998); Khismatullin et Nadim (2001)] ont vu le jour dans différents
domaines de recherche. Dans les années 1950, ces modes de vibration furent étudiés de fa-
çon théorique par Plesset [Plesset (1954)]. Son travail portait sur les conditions de stabilité
et d’instabilité de l’interface entre deux fluides non miscibles, incompressibles et possédant
une symétrie sphérique. Quelques années plus tard, Neppiras analysa la réponse acoustique
provenant de bulles de gaz en suspension dans un fluide et soumises à un champ sonore
[Neppiras (1969)]. Finalement, Eller et Crum [Eller et Crum (1970)], Nabergoj [Naber-
goj et Francescutto (1979)] et Prosperetti [Prosperetti et al. (1988)] se sont intéressés à
l’instabilité du mouvement et à la dynamique non linéaire des bulles dans un champ sonore.

Au début des années 1990, la découverte d’un phénomène connu sous le nom de sonolu-
minescence (SBSL : Single Bubble SonoLuminescence) 1 par Gaitan et Crum [Gaitan et al.
(1992)] a conduit à d’autres études sur les modes de vibration des bulles [e.g., Augsdörfer
et al. (2000); Brenner et al. (1995); Gaitan et Holt (1998)].

Finalement, depuis la dernière décade, les modes de vibration des bulles présentent un
grand intérêt dans l’imagerie de contraste ultrasonore et dans des applications liées à la
délivrance locorégionale de substances thérapeutiques. En effet, comme nous l’avons vu
dans l’introduction ainsi que dans le chapitre 2 "les agents de contraste ultrasonore", les
modes de vibration génèrent des phénomènes acoustiques [Doinikov et Bouakaz (2010a,b);
Ohl et al. (2006)] pouvant entrer dans les mécanismes à l’origine de la sonoporation.

4.2 Formulation mathématique

Dans le chapitre précédent nous avons dit que les modes de vibration des microbulles
ne sont pas décrits par une équation de type Rayleigh-Plesset. Les premiers chercheurs
à avoir donné l’équation décrivant les oscillations non sphériques des bulles sont Birkhoff
[Birkhoff (1954)] et Plesset [Plesset (1954)].

4.2.1 Équation de l’amplitude des modes

Plesset a étudié la stabilité d’une interface entre deux fluides à géométrie sphérique. La
première étape de son calcul a été de considérer que la surface subit une distorsion associée

1. La SBSL se produit lorsqu’une bulle de gaz, piégée acoustiquement et excité périodiquement, s’ef-
fondre si fortement que la concentration en énergie, au moment de l’effondrement, conduit à une émission
de lumière.
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au rayon r(t). Celui-ci s’exprime en fonction du rayon instantané R(t) et des harmoniques
sphériques Y m

n (α, φ),
r(t) = R(t) + a(t)Y m

n (α, φ), (4.1)

avec a(t) une fonction dépendante du temps et telle que |a(t)| << Y m
n (α, φ) correspondant

à l’amplitude de la distorsion. Dans les étapes suivantes de son calcul, Plesset a construit
les potentiels de vitesse de part et d’autre de l’interface sphérique, qui satisfont la condition
aux limites que la vitesse de l’enveloppe est

v = Ṙ+ ȧnY
m
n (α, φ). (4.2)

Ces potentiels sont injectés dans l’équation de Bernoulli afin de déterminer les pressions
au niveau de l’interface. En égalant les potentiels de vitesse ainsi que les pressions de
part et d’autre de l’interface, deux équations différentielles sont extraites. La première est
l’équation de Rayleigh-Plesset pour R(t) et la seconde est une équation différentielle pour
l’amplitude a(t) qui est donnée par,

ä(t) +
3Ṙ(t)

R(t)
ȧ(t)−A(t)a(t) = 0, (4.3)

avec

A(t) =
[n(n− 1)ρ2 − (n+ 1)(n+ 2)]R̈(t)

R(t)(nρ2 + (n+ 1)ρ1)
− (n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)σ

R(t)3(nρ2 + (n+ 1)ρ1)
, (4.4)

où ρ1 est la masse volumique du premier fluide, ρ2 celle du deuxième fluide et σ la tension
de surface. Dans cette équation, nous pouvons remarquer que les effets dus à la viscosité
ont été négligés.

4.2.2 Prise en compte de la viscosité

La viscosité a été prise en compte plus tard dans les travaux de Prosperetti [Prosperetti
(1977)] et par Hilgenfeldt et al. en 1996 [Hilgenfeldt et al. (1996)]. Dans le même esprit que
les calculs de Plesset, Hilgenfeldt et al. ont obtenu une équation pour l’amplitude a(t) :

än +Bn(t)ȧn −An(t)an = 0. (4.5)

Les amplitudes Bn(t) et An(t) sont définies à partir de la dynamique radiale et sont données
par

Bn(t) =
3Ṙ

R
+

2µ

R2

(
(n+ 2)(2n+ 1)− 2n(n+ 2)2

ε

R

)
, (4.6)

An(t) = (n− 1)
R̈

R
− βnσ

ρR3
− 2µṘ

R3

(
(n− 1)(n+ 2) + 2n(n+ 2)(n− 1)

ε

R

)
, (4.7)

où βn = (n− 1)(n+ 1)(n+ 2), µ est la viscosité et ε est l’épaisseur de la couche limite.
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4.2.3 Amplitude des modes pour une microbulle d’ACU

Comme nous l’avons montré dans les chapitres précédents, l’enveloppe qui entoure une
microbulle d’ACU joue un rôle fondamental dans sa dynamique. Certains auteurs comme
van der Meer et al. ont donc modifié la théorie développée jusqu’à Hilgenfeldt afin d’ajouter
les effets dus à la présence de l’enveloppe [van der Meer et al. (2006)]. Les amplitudes Bn(t)
et An(t) de l’équation 4.5 trouvées par van der Meer et al. sont données par :

An = (n− 1) R̈R −
(n−1)(n+1)(n+2)σ

ρR3 − 2(n−1)(n+2)µṘ
R3 ,

+8(n+1)
ρR2

0

dσ
dR −

(n+1)(2(n2+n−4)κs−n(n+1)µs)Ṙ
ρR4 ,

(4.8)

et

Bn =
3Ṙ

R
+

2(n+ 2)(2n+ 1)ν

R2
+

(n+ 1)

ρR3
(4κs + n(n+ 1)µs), (4.9)

avec σ la tension de surface dépendante du rayon, κs la viscosité dilatationnelle de l’enve-
loppe et µs la viscosité de cisaillement de l’enveloppe. Par la suite d’autres groupes se sont
intéressés aux modes de vibrations des microbulles ACUs d’un point de vue théorique et
numérique [Loughran et al. (2012); Lu et al. (2012)].

4.3 Observations expérimentales des oscillations des micro-
bulles d’ACUs

En plus des études théoriques, certains groupes de recherche ce sont focalisés sur l’ob-
servation directe de microbulles de gaz nues et de leurs modes de vibration [Asaki et al.
(1993); Tian et al. (1996); Trinh et al. (1998); Versluis et al. (2004, 2010)]. Un exemple
de mode de vibration est donné sur la figure 4.1. Concernant les modes de vibration des
microbulles d’ACUs, on trouve peu de références dans la littérature. Comment peut-on
expliquer ce fait ?
Une première réponse peu être trouvée dans le système expérimental. En effet, dans la plu-
part des expériences, la solution de contraste est injectée à l’intérieur d’une boîte ou d’un
tube. En raison de la flottabilité des microbulles, celles-ci se retrouvent proches de la paroi
du contenant. Des études ont montré que la présence d’une paroi influence énormément les
oscillations non sphériques [Zhao et al. (2005); Vos et al. (2008, 2011)].
Une autre raison expliquant le manque d’observations directes de la dynamique des micro-
bulles d’ACUs est le fait que celles-ci sont excitées avec des fréquences dans la gamme des
MHz. Cela implique que les microbulles oscillent à des fréquences se situant dans la même
gamme. Les oscillations sont donc difficilement observables avec des caméras convention-
nelles. Pour pallier cela, deux systèmes ont été utilisés dans l’étude des modes de vibration
des microbulles. Le premier système est un système de piégeage optique 2 permettant de
capturer les bulles et de les maintenir à une position voulue. Le second système est une
caméra ultra-rapide, la Brandaris, pouvant enregistrer jusqu’à 25 millions d’images par

2. Une description de ce système de piégeage optique est donné dans l’annexe C Pinces optiques.
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Figure 4.1 – Observation de différents modes de vibration des bulles d’air nues dont les
rayons se situent dans une gamme allant de 3 µm à 120 µm. Image extraite de [Versluis
et al. (2004)].

secondes [Chin et al. (2003)]. La plupart des études présentées dans cette section font ap-
pel à cette caméra et au système de piégeage optique connu sous le nom de pinces optiques.

4.3.1 Matériel et méthodes

Le système expérimental utilisé pour étudier le comportement des microbulles est
constitué d’un microscope, d’un système à l’intérieur duquel les ACUs sont déposés comme
par exemple une Opticell 3 (fig.4.3). Le système d’excitation est généralement constitué
d’un transducteur qui émet une onde ultrasonore en direction de la bulle, (fig. 4.2). Les
microbulles sont insonifiées avec des impulsions ultrasonores de quelques cycles dont l’ex-
périmentateur fixe la fréquence en MHz et la pression en kPa. Le positionnement des
microbulles peut être contrôlé par un système de pinces optiques (cf. fig.C.3 dans l’annexe
C). Les microbulles sont imagées par le dessus (i.e. l’axe optique est perpendiculaire à la
paroi de la chambre contenant les microbulles).

3. Les Opticells sont des chambres de culture cellulaire constituées de deux membranes de polystyrène
traité de 75 µm d’épaisseur et séparées de 2 mm.

59



4.3. OBSERVATIONS EXPÉRIMENTALES DES OSCILLATIONS DES
MICROBULLES D’ACUS

caméra 

microscope 

support pour les microbulles 

transducteur 
éclairage 

cuve remplie  d’eau 

Figure 4.2 – Schéma du système expérimental utilisé pour l’observation directe des micro-
bulles.

Figure 4.3 – Opticell utilisée dans les expériences sur les bulles. L’agent de contraste
ultrasonore est injecté à l’intérieur de la chambre.
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4.3.2 Résultats

Les travaux de van der Meer et al. [van der Meer et al. (2006)] présentent les résultats
de mesures réalisées sur 87 bulles de BR14 (Bracco Research, Genève, Suisse) 4 dont les
rayons sont compris entre 1 et 7 µm. Ils ont identifiés un rayon critique de microbulle en
dessous duquel aucun mode de vibration n’apparait.

Dollet et al. ont également étudié les modes de vibration de quarante microbulles de
BR14 (Bracco Research, Genève, Suisse) [Dollet et al. (2008)]. Ils ont réalisé deux séries
de mesures afin d’étudier le comportement d’une bulle libre et celui d’une bulle piégée à
une certaine distance de la paroi de l’Opticell. Ils ont rapporté l’observation de modes de
vibration distincts ainsi que des combinaisons de modes (fig.4.4). Leurs résultats montrent
que les modes de vibration sont des instabilités paramétriques conduites par les oscillations
radiales. Leur fréquence d’oscillation est une sous-harmonique de la fréquence d’excitation.
Ils ont également observé que les modes de vibration se développent progressivement dans
le temps. Concernant la proximité de la bulle avec la paroi, les résultats présentés dans
l’étude montrent que cette dernière a pour effet de briser la symétrie des modes. Ce qui
corrobore les résultats d’autres études montrant que la proximité d’une paroi influence
énormément le comportement des oscillations non sphériques.

Figure 4.4 – Observation des oscillations d’une microbulle de BR14. A : mode n = 3. B :
mode n = 4. C et D : combinaison de modes. D’après [Dollet et al. (2008)] c©2008, IEEE.

4.4 Conclusion

Toutes ces études montrent que les modes de vibration sont non négligeables et pour-
raient avoir une utilité dans des applications médicales. Ils doivent être inclus dans la

4. Voir tableau 2.1 dans le chapitre 2 "Les agents de contraste ultrasonore" pour les caractéristiques
des bulles de BR14.
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dynamique des microbulles afin de pouvoir améliorer notre compréhension de la réponse
des ACUs à une excitation acoustique. Cependant, comme nous l’avons montré, bien que de
plus en plus de systèmes expérimentaux sophistiqués soient développés, permettant ainsi
l’observation directe des microbulles, ceux-ci restent complexes et surtout très chers. Pour
passer outre cet inconvénient, un moyen alternatif d’étudier les modes de vibration d’une
bulle est de faire appel à des systèmes analogues. Une de ces analogies est présentée dans
la partie suivante.
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Troisième partie

Analogie entre une microbulle
et un système macroscopique

acousto-mécanique

« And I cherish more than anything else the analogies, my most trustworthy masters.
They know all the secrets of nature, and they ought to be least neglected in geometry. »

Johannes Kepler
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CHAPITRE 5

CHAÎNE EN FORME DE « V » : BULLE LIBRE

Ce chapitre se découpe en six sections. Après une brève introduction, nous présen-
tons l’équation constitutive de la microbulle ainsi que celles de la chaîne de pendules.
La troisième section concerne l’analogie entre la microbulle et le système macrosco-
pique acousto-mécanique. Les résultats expérimentaux et numériques sont présentés
respectivement dans la quatrième et la cinquième parties. Finalement, les résultats
obtenus sont discutés ainsi que la pertinence de l’analogie entre la microbulle et la
chaîne de pendules couplés.
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5.1 Introduction

Les microbulles gazeuses sont couramment utilisées comme agents de contraste pour
l’échographie médicale. Ces microbulles présentent une dynamique complexe sous une ex-
citation acoustique spécifique. Cependant, considérant leur taille micrométrique et la com-
plexité des phénomènes d’interaction avec les ondes acoustiques, des systèmes expérimen-
taux onéreux et/ou des simulations complexes sont requises. Pour pallier cela, nous pro-
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posons l’utilisation d’un analogie acousto-mécanique comme moyen alternatif d’étudier la
dynamique d’une microbulle.
L’étude de modèles analogues dans le domaine de la physique est un outil largement utilisé
qui permet de recréer en laboratoire, des phénomènes qui ne peuvent pas être observés
directement [e.g., Chaline et al. (2013)]. Le comportement d’une microbulle au niveau de
son équateur peut être lié à un système d’oscillateurs couplés. Ainsi, dans ce chapitre, nous
étudions le comportement oscillatoire d’une microbulle via une analogie acousto-mécanique
basée sur des pendules couplés.
Nous avons effectué plusieurs séries de mesures. Chacune d’entre elle a été enregistrée grâce
à une caméra située au dessus du système. Les informations pertinentes ont été extraites
des films grâce au logiciel Image J 1.

5.2 Formulations mathématiques

5.2.1 Dynamique de la bulle

Dans le chapître 3 "...des modèles mathématiques des ACUs", de nombreux modèles
décrivrant la dynamique de la bulle ont été présentés [Church (1995); Hoff et al. (2000);
Chatterjee et Sarkar (2003); Marmottant et al. (2005)]. Cependant, ces modèles ne prennent
pas en compte les modes de vibration des bulles. Dans ce chapitre, nous présentons un mo-
dèle qui décrit ces derniers.
Rappelons qu’en présence d’un champ acoustique, les microbulles peuvent être forcées à
osciller de différentes façons. Le mode d’oscillation le plus commun est le mode volumé-
trique où la microbulle se comprime et se dilate tout en conservant sa forme sphérique.
Le chapitre 1 "Généralités sur les bulles", montre que le modèle de base pour décrire la
dynamique radiale d’une bulle est l’équation "RPNNP" (1.17 p. 30).

R̈R+
3

2
Ṙ2 =

1

ρ

((
P0 +

2σ

R0

)(
R0

R

)3κ

− 2σ

R
− 4µṘ

R
− Pac(t)− P0

)
. (5.1)

Nous avons également montré dans le chapitre 2 "Les agents de contraste ultrasonore",
qu’au travers d’instabilités à l’interface gaz/fluide, les microbulles présentent des oscilla-
tions non sphériques et leur rayon s’exprime alors de la façon suivante

R(t)→ R(α,ϕ, t) = R(t) + ξ(α,ϕ, t). (5.2)

Le chapitre 4 "...les modes de vibration", décrit une des approches analytiques usuelles
pour décrire les modes de vibration qui consiste à développer la perturbation sur la base
des harmoniques sphériques [Plesset (1954)],

ξ(α,ϕ, t) =
∑
n,m

an(t)Y m
n (α,ϕ), (5.3)

1. La phase de traitement des données est décrite dans l’annexe A
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avec an(t) l’amplitude du mode de vibration d’ordre n et Y m
n (α,ϕ) les harmoniques sphé-

riques définies par

Y m
n (α, φ) =

(−1)m√
4π

√
(n−m)!

(n+m)!

√
2n+ 1Pmn cos(α)eimφ, (5.4)

où Pmn sont les polynômes de Legendre.

Les harmoniques Y m
n (α, φ) définissent un large ensemble de modes de vibration pos-

sibles. Les résultats des expériences réalisées par Versluis et al. [Versluis et al. (2010)]
montrent que les modes observés présentent une symétrie le long de l’axe du faisceau ul-
trasonore correspondant à m = 0, i.e. Y 0

n (α, φ) (appelés harmoniques zonaux). L’équation
d’évolution propre à l’amplitude an(t) de chaque mode de vibration peut être déterminée en
égalisant les potentiels de vitesses et les pressions de chaque côté de l’interface bulle/fluide
et en linéarisant pour des petites amplitudes

än+

(
3Ṙ

2
+

2(n+ 2)(2n+ 1)

ρR2
µ

)
ȧn+

(
(n+ 1)(n+ 2)σ

ρR3
+

2(n+ 2)µṘ

ρR3
− R̈

R

)
(n−1)an = 0,

(5.5)
où, µ est la viscosité et σ, la tension de surface. En définissant b(t) = a(t)R3/2, l’équation
peut être simplifiée de la façon suivante [Leighton (1994)]

b̈n +

(
(n− 1)(n+ 1)(n+ 2)σ

ρR3
− 3Ṙ2

4R2
− (2n+ 1)R̈

2R

)
bn = 0. (5.6)

Avec cette approche, chaque mode n obéit à l’équation pour un oscillateur harmonique
avec des coefficients dépendant du temps.
Remarquons qu’en considérant le cas statique (i.e. R = R0 et Ṙ = R̈ = 0), la fréquence de
résonance est donnée par

ωn =

√
(n− 1)(n+ 1)(n+ 2)σ

ρR3
0

, (5.7)

qui est l’expression de Lamb pour les modes de surface d’une bulle nue [Lamb (1895)].

La pression acoustique Pac(t) dans l’équation de Rayleigh-Plesset est généralement une
fonction harmonique avec une fréquence angulaire ωe,

Pac(t) = pcos(ωet). (5.8)

Si l’on se restreint aux petites amplitudes, on suppose alors que le rayon oscille de façon
harmonique et à la même fréquence que celle de Pac(t)

R(t) = R0 + r(t) = R0 + rcos(ωet), (5.9)

avec r << R0.
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Finalement, en remplaçant l’équation 5.9 dans l’équation 5.6 et en linéarisant, on obtient
une équation de Mathieu pour chaque mode de surface.

b̈n +

(
ω2
n +

(
(2n+ 1)ω2

e

2
− 3ω2

n

)
r

R0
cos(ωet)

)
bn = 0. (5.10)

5.2.2 Dynamique de la chaîne de pendules

Nous avons choisi d’étudier le comportement oscillatoire d’une microbulle d’ACUs via
une expérience macroscopique et acousto-mécanique de pendules couplés. Dans un article,
Maksimov et al. décrit le mouvement oscillatoire de la surface d’une bulle [Maksimov et al.
(2008)]. Les résultats qu’il a obtenu prédisent que la distorsion de l’enveloppe de la bulle
devrait être localisée au niveau de l’équateur. Ainsi, la chaîne de pendules est adaptée à
l’étude de la dynamique d’une bulle et, dans notre cas, elle s’apparente à l’équateur d’une
bulle.
Le pendule est un objet fondamental de la mécanique connu pour présenter une dynamique
très riche. De nombreux modèles physiques, qu’ils soient destinés à l’enseignement ou à la
recherche, reposent sur l’association de pendules. Une chaîne d’oscillateurs couplés est un
modèle bien connu et utilisé afin d’étudier la propagation d’ondes ou pour modéliser des
phénomènes tels que la dynamique de l’ADN.

5.2.2.1 Chaîne de pendules discrète

La dynamique d’une chaîne de pendules couplés repose sur l’équation du mouvement
d’un pendule de longueur L donnée par

θ̈ + ω2
0sin(θ) = 0, (5.11)

où θ(t) est l’angle que fait le pendule par rapport à la verticale, ω2
0 = g/L et g est l’accéléra-

tion gravitationnelle. Dans une première approximation, nous avons négligé la dissipation
donnée par βθ̇.

Considérons une chaîne formée de pendules identiques de massem couplés à leurs voisins
les plus proches (fig.5.1). Lorsque toute la chaîne est soumise à une excitation paramétrique
d’amplitude Ae et de fréquence angulaire ωe, l’équation du mouvement devient [Denardo
et al. (1992)]

θ̈i + (ω2
0 + ηcos(ωet))sin(θi)− c2(θi+1 − 2θi + θi−1) = 0, (5.12)

où θi est l’angle du ime pendule, η = 4ω2
eAe

L est le paramètre de forçage et c est une constante
propre au couplage entre les pendules.
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 a 

 d 

 L 

R0 

 A  B 

Figure 5.1 – Système expérimental avec le couplage en forme de "V" ; A : vue de côté.
a = 3, 5 cm ; d = 5 cm ; L = 10 cm ; B : vue schématique du dessus. R0 = 31 cm.

Nous avons expliqué plus haut qu’une chaîne de pendules couplés est un modèle couram-
ment utilisées en physique afin d’étudier la propagation d’ondes par exemple. Typiquement,
les études considèrent le cas d’une chaîne linéaire. Dans notre cas, nous avons considéré
une chaîne de pendules avec une géométrie peu courante. En effet, afin d’imiter le com-
portement d’une bulle, nous nous sommes intéressés à une chaîne de pendules circulaire.
Cela implique des conditions aux limites périodiques telles que θN+1 = θ1. De plus, la
configuration circulaire implique des effets de courbures qui ne sont pas présents dans le
cas de la chaîne linéaire.

La chaîne présente différents modes d’oscillation d’ordre n correspondant à une onde
stationnaire de nombre d’onde kn. Pour la chaîne circulaire, la relation kn = n/R0 est
conservée. La relation entre la fréquence d’excitation angulaire et l’ordre du mode, i.e. la
relation de dispersion, peut être obtenue en négligeant l’amortissement et le forçage, en
linéarisant et en supposant une solution de la forme d’une onde harmonique ei(kna−ωt)

ωn =

√
g

L
+

4c2

a2

(
1− cos2

(
kna

2

))
, (5.13)

avec ωn = 2πfn où fn est la fréquence d’excitation du mode n.

Détermination de la constante de couplage .
Pour la chaîne étudiée dans ce chapitre, nous supposons le cas d’un couplage en forme de
"V" (fig.5.1). Afin de déterminer le coefficient de couplage c, il faut tracer l’allure de la
relation de dispersion (fig.5.2). La relation de dispersion est bornée entre deux fréquences
de coupures. Pour k = 0, la fréquence de coupure basse est ω2

0 = g/L. Pour k = π/a, la
fréquence de coupure haute est ω2

n = g/(L−d). En remplaçant dans l’expression 5.13 pour
le cas k = π/a, on obtient

c2 =
gda2

4L(L− d)
, (5.14)
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ordre du mode (n) 

ωn 

Figure 5.2 – Allure de la relation de dispersion discrète. Les courbes en pointillés repré-
sentent les fréquences de coupure basse (magenta) et haute (rouge).

où d est la distance entre le point où se croisent les fils et le support, et a la distance
entre deux pendules. Notons que dans ce modèle, le couplage peut varier en sélectionnant
la position du nœud (point où se croisent les fils) et plusieurs tests ont été nécessaires afin
de trouver le couplage le plus adapté à notre problème.
La relation de dispersion 5.13 devient donc

ωn =

√
g

L− d

(
1− d

L
cos2

(
na

2R0

))
, (5.15)

5.2.2.2 Approximation continue

La surface de la bulle est un continuum, alors que notre chaîne de pendules est un
système discret. L’analogie entre les deux systèmes doit donc être recherchée dans la limite
où une version continue de l’équation 5.12 s’applique. C’est le cas lorsque l’analyse est
restreinte aux modes possédant un ordre faible, où l’ordre de grandeur du mode est bien
plus grand que la distance entre deux pendules (kna << 1). Dans cette limite, l’angle discret
θi(t) peut être remplacé par la fonction continue θ(x, t). Ainsi l’équation 5.12 devient

θ̈ − c2θxx + (ω2
0 + ηcos(ωet))θ = 0, (5.16)

où θ est la déformation de la surface reliée au rayon de la bulle par la relation θ = (R −
R0)/L.

72



5.3. ANALOGIE

Nous considérons que la solution de l’équation 5.16 est une superposition de différents
modes, i.e.

θ(x, t) =
∑
n

bn(t)cos(knx). (5.17)

Cette expression est valable pour une chaîne linéaire. Avec la géométrie de la chaîne que
nous avons choisie, les coordonnées polaires sont plus adaptées pour décrire la position
d’un point sur la chaîne déformée. Nous utilisons les transformations x = Rα (α = [0, 2π])
et R = R0. Le laplacien prend la forme θxx = R−2θαα. L’équation 5.17 est dans ce cas

θ(x, t) =
∑
n

bn(t)Pn(cos(α)), (5.18)

où Pn(cos(α)) est un polynôme de Legendre.
En substituant la relation 5.18 dans l’équation 5.16 et en projetant sur différents modes,
nous obtenons l’équation suivante

b̈n + (ω2
n + ηcos(ωet))bn = 0. (5.19)

qui est une équation de Mathieu, où l’amplitude de l’excitation paramétrique est

η =
4ω2

eA

L
, (5.20)

et la fréquence angulaire du mode d’ordre n est

ω2
n = ω2

0 + n2
c2

R2
0

. (5.21)

5.3 Analogie

Dans la section précédente, nous avons montré que sous des conditions spécifiques, les
deux systèmes physiques sont gouvernés par des équations similaires. En effet, la microbulle
et la chaîne de pendules ont une dynamique équivalente et leurs modes spatiaux sont décrits
par une équation de Mathieu dans la forme générique,

b̈n + (ω2
n + ηcos(ωet))bn = 0. (5.22)

Un comportement similaire entre les deux systèmes est donc attendu et certains paramètres
de similarité sont listés dans le tableau 5.1.
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paramètres microbubble chaîne de pendules

R0 (m) ' 10−6 ' 0.3

fe (Hz) ' 106 ' 3

fréquence angulaire, ω2
n (n− 1)(n+ 1)(n+ 2) σ

ρR3
0

g
L + n2 c

2

R2
0

forçage paramétrique, fp
(2n+1)

2 ω2
(
r
R0

)
4ω2

(
A
L

)

fe.R0 1 m.s−1

Table 5.1 – Tableau d’analogies entre les paramètres de la microbulle et ceux de la chaîne
de pendules.

Dans les expériences classiques, les microbulles (R0 ' 10−6 m) sont insonifiées dans la
gamme du mégahertz. La chaîne de pendule (R0 ' 0, 3 m) est excitée avec des fréquences
de l’ordre du hertz. Nous avons donc un invariant géométrique fe.R0 ' 1 m.s−1.

5.4 Expériences

5.4.1 Matériel et méthodes

La première expérience, présentée par [Dos Santos et al. (2011, 2012)] a été améliorée
en utilisant de nouveaux matériaux et un autre système d’excitation. Elle consiste à étu-
dier les modes de vibrations d’une chaîne de pendules couplés soumise à une excitation
paramétrique verticale dont on fait varier l’amplitude Ae et la fréquence fe. Différentes
chaînes de pendules ont été fabriquées dans le but d’étudier l’influence des paramètres
d’excitation. Chacune des chaînes est constituée d’un cerceau en aluminium sur lequel des
pendules de masse m = 6 g sont fixés grâce à des fils de nylon formant un "V" avec l’axe
vertical (fig.5.3). Le couplage entre les pendules est obtenu en croisant les fils et en les
fixant entre eux par un point de colle. Les différences entre les chaînes sont négligeables à
l’exception du couplage qui est très sensible. Plus les fils se croisent et plus la chaîne est
rigide et réciproquement. Dans ce chapitre, nous décrivons une chaîne avec un couplage
moyen. Cette chaîne s’apparente à une bulle nue, i.e. sans enveloppe. La chaîne a un rayon
R = 31 cm, N = 54 pendules, une longueur totale L = 10 cm et la longueur entre le
cerceau et le nœud où se croisent les fils est d = 5 cm.

Le système d’excitation est constitué d’un haut-parleur mis en mouvement grâce à un
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Figure 5.3 – Système expérimental avec le couplage en forme de "V" ; a = 3, 5 cm ; d = 5
cm ; L = 10 cm ; R0 = 31 cm.

générateur de fonctions arbitraires (Agilent 33220A) via un amplificateur audio et qui ex-
cite mécaniquement la chaîne de pendules (fig.5.4). L’excitation sinusoïdale varie de fe = 1
Hz à fe = 5 Hz avec des amplitudes allant de Ae = 0, 5 V pp à Ae = 3, 5 V pp correspondant
à un déplacement vertical variant de h ' 0, 5 mm à h ' 3, 5 mm. Les pendules auxquels
on donne une légère impulsion manuelle au début, sont excités autour de la fréquence de
résonance volumétrique permettant ainsi le développement des modes de surfaces durant
l’excitation mécanique au travers d’une instabilité paramétrique.

La réponse de la chaîne à l’excitation sinusoïdale a été enregistrée du dessus grâce à
une webcam (Hercule HD Twist) enregistrant à 25 images par secondes. Les films obtenus
ont ensuite été décortiqués afin d’extraire des informations sur les modes de vibration de
la chaîne.
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générateur 
générateur de 

fonctions 
arbitraires 

amplificateur 

haut-parleur 

chaîne de pendules 

caméra 

2 A  

Figure 5.4 – La chaîne repose sur le système d’excitation. Elle est soumise à une excitation
sinusoïdale verticale d’amplitude h ∈ [0, 5; 3, 5] mm et de fréquence fe ∈ [1; 5] Hz qui induit
un mouvement des pendules dans le plan perpendiculaire au cerceau.
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5.4.2 Résultats

5.4.2.1 Analyse quantitative

Modes de vibration .
Nous avons observé des modes de vibrations jusqu’à l’ordre n = 22. Dans un premier
temps, l’ordre des modes a été estimé à l’œil nu. Un échantillon de ces modes de vibration
est donné par la figure 5.5.

n=5 

n=10 

n=3 

n=7 

A B 

C D 

Figure 5.5 – Exemples de modes de vibration observés. A : mode n = 3, h = 2 mm,
fe = 3, 20 Hz. B : mode n = 5, h = 2 mm, fe = 3, 35 Hz. C : mode n = 7, h = 2 mm,
fe = 3, 50 Hz. D : mode n = 10, h = 2 mm, fe = 3, 80 Hz

"Flubby" mode .
Nous avons observé un cas où les modes ne se stabilisaient pas. Ce que nous avons observé
semble être un phénomène de couplage de modes (fig.5.6). Ce phénomène est apparu autour
de la fréquence d’excitation fe = 3, 15 Hz.
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Figure 5.6 – Mélange de modes pour fe = 3, 15 Hz.

Oscillations localisées .
Sur une expérience antérieure réalisée sur le même modèle de chaîne, nous avons pu observer
que pour certains paramètres d’excitation seuls quelques pendules oscillaient (fig.5.7).

Figure 5.7 – La chaîne de pendules est statique à l’exception d’un petit groupe de pen-
dules qui oscillent localement pour une fréquence d’excitation fe = 3, 03 Hz. (a) dilatation
maximale ; (b) compression maximale. Image extraite de [Sanchez-Morcillo et al. (2014)].

5.4.2.2 Analyse qualitative

Les informations sur la dynamique de la chaîne de pendules ont été extraites des films
enregistrés. Tout d’abord avec le logiciel Virtual Dub, nous avons sélectionné les séquences
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d’intérêts. Les mini-films ainsi extraits ont ensuite été passés en échelle de gris afin de
pouvoir utiliser certains module du logiciel Image J.

Détermination de l’ordre du mode de vibration .
Grâce au logiciel Image J et notamment au module MJ Track, nous avons pu suivre le mou-
vement de chaque pendule au cours du temps. Cela nous a permis d’extraire les distances
maximales que parcourt chaque pendule de part et d’autre de sa position d’équilibre. Une
fois les valeurs numériques relevées, nous avons tracé l’amplitude d’oscillation maximale
de chaque pendule de part et d’autre de la position d’équilibre (fig.5.8.B) afin de confirmer
l’ordre du mode de vibration. Dans l’exemple donné ici, nous observons trois lobes (n = 3).
Ensuite nous avons appliqué la méthode utilisée dans les travaux de van der Meer, Dollet et
al. [van der Meer et al. (2006); Dollet et al. (2008)] dans le cas des bulles, pour déterminer
le mode de vibration dominant et l’amplitude associée. Cette méthode consiste à relever
tous les rayons 2 R(N) de chaque pendule à un instant t. Ces valeurs sont reportées sur
un graphe en fonction de l’indice de chaque pendule (fig.5.8.C). Ensuite, en calculant la
transformée de Fourier de la courbe obtenue, il est possible d’obtenir les amplitudes de
chaque mode de vibration. Les deux exemples présentés ici montrent le cas d’un mode de
vibration propre d’ordre n = 3 (fig.5.8) et le cas du "flubby" mode où l’on voit bien que
plusieurs modes entrent en compétition.

Diagramme de phases .
Tous les modes de vibration observés ont été classés en fonction des paramètres de l’exci-
tation acoustique. Un diagramme de phases montrant l’apparition des modes de vibration
n en fonction des paramètres d’excitation a été obtenu (fig.5.10). De fe = 0 Hz à fe = 1, 5
Hz, aucun mode de vibration n’est observé. Cela est dû au fait que l’excitation sinusoïdale
n’est pas assez forte pour induire un mouvement des pendules. De fe = 1, 5 Hz à fe = 5
Hz, des modes de vibration avec des oscillations localisées sont observés jusqu’à n = 22
avec un mode instable pour n = 0. Pour n = 1, le déplacement du centre de masse est ob-
servé incluant un mouvement horizontal qui n’est pas pris en compte dans notre hypothèse.
Le diagramme de phase montre que, pour une fréquence d’excitation donnée, l’amplitude
d’excitation ne semble pas avoir d’effet sur l’apparence de mode de vibration spécifique.

Nous avons mesuré les fréquences d’oscillation des pendules fosc pour chaque mode
de vibration observé. Nous avons reporté les valeurs sur un graphique en fonction des fré-
quences d’excitation fe (fig.5.11). Le résultats montrent des modes oscillant à des fréquences
subharmoniques de l’excitation paramétrique pour des amplitudes variant de Ae = 0, 5 V pp
à Ae = 3 V pp et une fréquence d’excitation égale au double de la fréquence naturelle f0
du pendule simple. Les représentations graphiques montrent deux zones de résonance. Le
groupe de mode de vibration sur la partie droite du graphique correspond à une région de
résonance où fe/f0 = 1. Celui que nous pouvons observer sur le côté gauche correspond à
une région où fe/f0 = 2.

2. R(N) est le rayon entre le centre de la chaîne et un pendule sur la surface déformée.
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Figure 5.8 – A : observation du mode n = 3. B : amplitudes d’oscillation maximales (en
cm) de chaque pendule de part et d’autre de la position d’équilibre. On retrouve bien 3 lobes
correspondant au mode de vibration n = 3. C : distances entre le centre de la chaine et
chaque pendule (R(N)) à t = 0, 32s. D : le graphique représente l’amplitude des modes de
vibration. Cette courbe est obtenue à partir de la transformée de Fourier du signal C. Le
mode n = 3 est dominant.
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Figure 5.9 – A : distances entre le centre de la chaine et chaque pendule (R(N)) à un temps
t fixé. B : amplitude des modes de vibration. Plusieurs modes de vibration sont présents.
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Figure 5.10 – Diagramme de phases recensant l’apparition des modes de vibration en
fonction des paramètres d’excitation. A : résonance fe/f0 = 2 ; B : résonance fe/f0 = 1.
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Figure 5.11 – Le premier groupe de modes de vibration (à gauche) oscille à une fréquence
égale à la fréquence d’excitation fosc = fe. Le second groupe (à droite) oscille à une fré-
quence égale à la moitié de la fréquence d’excitation 2fosc = fe.
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Relation de dispersion .
C’est au travers des relations de dispersion que nous avons cherché à vérifier la validité de
notre modèle. Nous avons donc comparé les deux relations de dispersion théoriques (cas
discret, cas continu) à nos données expérimentales.

Relation de dispersion discrète
Pour le système discret, la relation est donnée par l’équation 5.15 p.70. Nous pouvons
constater qu’il existe une excellente corrélation entre la théorie et la pratique (fig.5.12).

ordre du mode de vibration  (n) 

ω
e/
ω

0 

relation de dispersion théorique 
A=0.75 Vpp 
A=1 Vpp 
A=1.25 Vpp 
A=1.5 Vpp 
A=1.75 Vpp 
A=2.25 Vpp 

Figure 5.12 – Comparaison de la relation de dispersion discrète théorique et des résultats
expérimentaux pour des amplitudes fixées (Ae = 0, 75 mm, Ae = 1 mm, Ae = 1, 25 mm ;
Ae = 1, 5 mm, Ae = 1, 75 mm, Ae = 2, 25 mm).

Relation de dispersion continue
Pour le système continu la relation est donnée par l’équation 5.21. Dans la section 2, nous
avons montré que cette relation de dispersion était valable pour des modes de vibrations
d’ordre faible ( nR0

a << 1). Ce résultat est corroboré par nos observations expérimentales
(fig.5.13) à partir du mode n = 7, les points expérimentaux dévient rapidement de la courbe
théorique. Cette divergence dans le cas continu peut s’expliquer en partie par le fait que
les effets de courbure de la chaîne de pendules ne sont pas pris en compte.

Simulations .
Une étude numérique a été réalisée afin de valider et de compléter les données expérimen-
tales. Les simulations font appel à l’équation du mouvement 5.12 afin de déterminer la
position de chacun des pendules au cours du temps et en fonction des paramètres de l’exci-
tation. De cette information, il est possible de déterminer l’ordre du mode et la fréquence
d’oscillation des pendules.
Nous avons superposé les données expérimentales aux résultats numériques (fig.5.14). La
trame des deux diagrammes de phases (numérique et expérimental) est la même. Le dia-
gramme de phases obtenu numériquement présente deux groupes de modes de vibration
qui correspondent aux deux régions de résonance fe/f0 = 2 et fe/f0 = 1. Plus la fréquence
d’excitation fe augmente, plus le nombre de mode augmente.
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ordre du mode de vibration (n) 

ω
e/ω

0 

Figure 5.13 – Comparaison de la relation de dispersion théorique et des résultats expé-
rimentaux pour des amplitudes fixées (Ae = 0, 75 mm, Ae = 1 mm, Ae = 1, 25 mm ;
Ae = 1, 5 mm, Ae = 1, 75 mm, Ae = 2, 25 mm).

L’analyse linéaire de la stabilité de l’équation de Mathieu montre qu’il existe des régions
d’instabilités. Sur le graphique 5.14, nous pouvons observer qu’à partir d’un certain seuil
de l’amplitude d’excitation un phénomène de mélange de modes apparaît, la chaîne se
comporte alors de façon non linéaire.

5.5 Conclusion

Au cours de l’étude présentée dans ce chapitre, nous avons réussi à exciter des modes de
vibration jusqu’à n = 22 dans différentes régions de résonance. Ces résultats ont été validés
numériquement. Par ailleurs, si l’on considère la trame des diagrammes de phases obtenus,
nous pouvons constater qu’ils sont en accord avec le diagramme obtenu expérimentalement
pour des bulles réelles par Versluis et al. [Versluis et al. (2010) fig.4].
En plus des modes de vibrations, nous avons observés l’apparition d’un phénomène qui
semble être une combinaison de modes, résultat également confirmé par les simulations.

Pour une amplitude d’excitation Ae faible et une fréquence d’excitation fe ' 2f0, les
pendules de la chaîne oscillent à une fréquence sous-harmonique de l’excitation (fosc = fe

2 ).
Des études sur les bulles ont décrit la présence d’oscillation à une fréquence égale à la
moitié de la fréquence d’excitation [Eller et Flynn (1969); Shi et al. (1999); Shankar et al.
(1999)]. De plus, ces études ont montré que la génération de sous-harmoniques apparaît
à partir d’un certain seuil de la pression acoustique et que ce seuil est minimal lorsque la
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Figure 5.14 – Diagramme de phases obtenu numériquement. Le premier groupe de modes
de vibration correspond à une région de résonance où fe = 2f0, le second groupe correspond
à une région de résonance où fe = f0. Les points (triangle, rond, carré correspondent
aux données expérimentales avec Ae ∈ [0, 5 − 3] mm et fe ∈ [1 − 5] Hz. Chaque couleur
correspond à une mode de vibration (rouge pour n = 2, jusqu’à bleu foncé pour n = 22).

fréquence d’excitation est de l’ordre de deux fois la fréquence de résonance f0 de la bulle.
La relation de dispersion expérimentale a été tracée et comparée aux prédictions théo-
riques. Nous avons pu constater que l’expérience et en accord avec la théorie dans la limite
n
R0
a << 1 dans l’approximation continue.

Au vue des résultats expérimentaux sur les bulles et la chaîne de pendules, ainsi que
des résultats théoriques, nous pouvons conclure que l’analogie entre les deux systèmes est
valide et permet d’obtenir des informations propres à la dynamique d’une bulle nue. Il faut
maintenant étendre l’analogie à une microbulle d’ACUs qui possède une enveloppe dont
les propriétés viscoélastiques influencent la dynamique. Ce sujet est l’objet du chapitre
suivant.
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CHAPITRE 6

CHAÎNE « FILET DE PÊCHE » : BULLE ENCAPSULÉE

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les résultats obtenus avec une chaîne
à couplage moyen analogue à une bulle nue (i.e. sans enveloppe). À présent, nous
nous intéressons à une chaîne au couplage plus fort en forme de "filet de pêche".
Cette chaîne décrit le comportement d’une bulle encapsulée.
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6.1 Introduction

Nous avons démontré que l’étude des modes de vibration d’une chaîne de pendules
couplés était un moyen alternatif d’étudier la dynamique complexe d’une bulle de gaz. Dans
le cas des microbulles d’ACUs, nous devons également prendre en compte les propriétés
viscoélastiques de l’enveloppe (la tension de surface, la masse volumique, la viscosité, etc.)
qui influent sur la rigidité de la bulle notamment. Le chaîne de pendules avec le couplage
en forme de "V" décrite dans le chapitre précédent ne montre pas les effets de l’enveloppe.
Dans ce chapitre, nous faisons l’hypothèse que le couplage entre les pendules agit comme
un effet de tension de surface. Nous avons donc construit une deuxième chaîne de pendules
dont le couplage, en forme de "filet de pêche", augmente la rigidité totale du système.
Plusieurs séries de mesures ont été réalisées avec ce système et nous présentons ici nos
résultats.
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6.2. MATÉRIEL ET MÉTHODES

6.2 Matériel et méthodes

Le montage expérimental est sensiblement le même que dans le chapitre précédent. La
chaîne de pendules est constituée d’un cerceau en aluminium sur lequel nous avons fixé
des pendules de masse m = 6 g à l’aide de fil de coton. La chaîne a un rayon R = 22 cm,
N = 50 pendules d’ une longueur totale L = 8 cm et la longueur entre le cerceau et le
dernier nœud où se croisent les fils est d = 6 cm (fig.6.1). Tous les nœuds de la chaîne sont
fixés à l’aide d’un fil de polyester.
Le système d’excitation est le même que pour l’expérience avec la chaîne dont le couplage

 

a 

 d 
 L 

 R 

Figure 6.1 – Chaîne de pendules couplés en forme de filet de pêche. a = 3 cm, d = 6 cm,
L = 8 cm, R = 22 cm et N = 50.

est en forme de "V". Il consiste en un haut-parleur mis en mouvement grâce à un géné-
rateur de fonctions arbitraires (Agilent 33220A) via un amplificateur audio et qui excite
mécaniquement la chaîne de pendules (fig.5.4).

Nous présentons dans ce chapitre, trois séries de mesures avec ce système expérimental.
L’excitation sinusoïdale varie de fe = 1Hz à fe = 5Hz avec des amplitudes allant de
Ae = 0, 5V pp à Ae = 1, 5V pp correspondant à un déplacement vertical variant de h ' 0, 5
mm à h ' 1, 5 mm.

6.3 Résultats

6.3.1 Observation du mode radial

Au cours de la campagne de mesures sur la première chaîne de pendules, nous avons
noté l’absence de l’apparition du mode radial n = 0. La première mesure sur la nouvelle
chaîne a donc été tout naturellement axée sur la recherche de ce mode n = 0.
Nous avons effectué un balayage en fréquence et en amplitude jusqu’à ce que l’on observe le
mode radial. Ce dernier a été observé pour une excitation sinusoïdale d’amplitude h = 1, 5
mm et de fréquence fe = 3, 48 Hz (fig.6.2).
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6.3. RÉSULTATS

Grâce au logiciel Image J, nous avons extrait la variation du rayon instantané de la
chaîne de pendules. Cela nous a permis de tracer l’évolution du rayon de la chaîne de
pendules en fonction du temps (fig.6.3.A).

Figure 6.2 – Observation du mode n = 0 avec une amplitude et une fréquence d’excitation
Ae = 1.5 mm et fe = 3.48 Hz. À gauche : t = 0, 03 s et R = 22cm. Au centre : t = 0, 37
s et R = 18, 6 cm. À droite : t = 0, 63 s et R = 22 cm.
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Figure 6.3 – A : évolution du rayon de la chaîne de pendules en fonction du temps. B :
spectre du signal.
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Le graphique 6.3.A montre que la chaîne n’est soumise qu’à un phénomène de com-
pression. Au premier abord, ce phénomène est proche de celui que l’on peut rencontrer
dans le cas des microbulles d’ACUs et connu sous le terme de "compression-only behavior"
[Marmottant et al. (2005); de Jong et al. (2007)]. Ce phénomène est une réponse fortement
non linéaire d’une microbulle encapsulée dans une enveloppe lipidique à des niveaux de
pression acoustique modérés (' 50kPa). La microbulle se comprime beaucoup et se dilate
peu.
Dans le cas de notre chaîne de pendules, nous avons une forte compression et une dilatation
nulle. La transformée de Fourier de notre signal (fig.6.3.B) montre que les pendules oscillent
à une fréquence fosc ' fe

2 . Notons que les conditions expérimentales d’échantillonnage ne
permettent pas de mesurer les non linéarités.

6.3.2 Observation des autres modes

Nous avons réalisé trois séries de mesures correspondant à trois amplitudes d’excita-
tion : Ae = 1 mm, Ae = 1, 5 mm et Ae = 2 mm. Pour chaque amplitude, nous avons fait
varier la fréquence d’excitation de fe = 1 Hz à fe = 5 Hz. Des modes de vibration jusqu’à
n = 13 ont été observés. Un exemple de ces modes est présenté sur la figure 6.4.
Contrairement à la première chaîne expérimentale, les oscillations des pendules sont beau-
coup moins amples pour les premiers mode de vibration. Il est donc moins évident de
déterminer l’ordre n à l’œil nu (fig. 6.4.A). L’utilisation du module MJ Track du logiciel
Image J nous a permis de suivre le déplacement de chaque pendule, nous avons pu me-
surer les valeurs des amplitudes d’oscillation et les reporter sur un graphique (fig. 6.4.B).
Nous pouvons voir très clairement sur la figure B le mode n = 5. De même, en traçant la
transformée de Fourier de R(N) avec N le numéro d’un pendule (fig.6.4.D), nous pouvons
déterminer le mode de vibration dominant de la chaîne de pendules.
Après avoir effectué les séries de mesures, nous avons classé les modes de vibration ob-
servés en fonction de l’amplitude et de la fréquence d’excitation dans un diagramme de
phase (fig. 6.5). Pour l’amplitude Ae = 1 mm, aucun mode mode de vibration n’est ob-
servé. En effet, dans cette zone, l’excitation est trop faible pour induire un mouvement des
pendules. Comme pour la première chaîne, nous pouvons observer un groupe de modes de
vibration pour des fréquences supérieures ou égales au double de la fréquence naturelle f0
d’un pendule simple (ici f0 = 1, 76 Hz). Pour les trois amplitudes testées, nous n’avons pas
observé de modes de vibration autour de la fréquence f0. Ce système expérimental étant
plus rigide que le premier, il faut plus d’énergie pour mettre les pendules en mouvement,
l’amplitude d’excitation est donc trop faible. Comme pour la première chaîne, les mesures
n’ont pas été réalisées au delà de la fréquence d’excitation fe = 5 Hz, car les oscillations
des pendules deviennent non seulement de plus en plus élevées mais aussi saccadées. Les
oscillations ne sont pas homogènes et les pendules subissent des à-coups, ce qui fragilisent
le système et entraînent des ruptures au niveau des nœuds.
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Figure 6.4 – A : observation du mode n = 5. B : amplitudes d’oscillation maximales (en
cm) de chaque pendule de part et d’autre de la position d’équilibre, on retrouve bien 5 lobes
correspondant au mode de vibration n = 5. C : distance entre le centre de la chaine et
chaque pendule (R(N)) à t = 0.16s. D : amplitudes des modes de vibration obtenues à
partir de la transformée de Fourier du signal C. Le mode n = 5 est dominant.
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Figure 6.5 – Diagramme de phases : apparition des modes de vibration en fonction de la
fréquence et de l’amplitude d’excitation.

6.4 Conclusion

Au cours des tests effectués, nous avons remarqué que l’apparition des modes de vi-
bration était moins évidente que pour la première chaîne. Cela est dû au couplage qui
rend la chaîne plus rigide et donc plus difficile à mettre en mouvement. Néanmoins, nous
avons observé quelques modes de vibration jusqu’à n = 13 et notamment le mode d’ordre
n = 0 qui représente le mouvement radial de la bulle. Nous avons constaté que la chaîne
de pendules n’est sujette qu’à un phénomène de compression, phénomène ressemblant à
celui que l’on peut rencontrer dans le cas des microbulles d’ACUs connu sous le terme de
"compression-only behavior". Des simulations afin de compléter ces premiers résultats sont
attendues.
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Quatrième partie

Conclusion et perspectives
"Un livre vaut à mes yeux par le nombre et la nouveauté

des problèmes qu’il crée, anime ou ranime dans ma pensée...
J’attends de mes lectures qu’elles me produisent de ces remarques,
de ces réflexions, de ces arrêts subits qui suspendent le regard,

illuminent des perspectives et réveillent tout à coup notre curiosité profonde."
Paul Valéry
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CHAPITRE 7

CONCLUSIONS

7.1 Bilan

Paramètres Microbulle Chaîne de pendules 

R0 ~ 10-6 m ~ 0,3 m 

fe 
~ 106 Hz ~ 3 Hz 

fréquence angulaire,  ωn
² (n-1)(n+1)(n+2)σ/ρR0

3 g/L+n²c²/R0² 

forçage paramétrique, fp 
ω²(r/R0) (2n+1)/2  4ω²(A/L) 

n=0 n=3 n=4 n=5 n=6 

Figure 7.1 – Analogie entre une microbulle et la chaîne de pendules.
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Au cours de ce travail de recherche réalisé en collaboration avec le laboratoire espagnol
IGIC 1 de Gandia, nous avons étudiés les modes de vibration des microbulles via l’utilisa-
tion d’un système macroscopique et acousto-mécanique de pendules couplés.

D’un point de vue théorique, nous avons montré le lien entre différents paramètres in-
tervenant dans le système que constitue la microbulle et celui de la chaîne de pendules.
D’un point de vu expérimental, nous avons étudié le cas d’une microbulle nue (i.e. sans
enveloppe) et celui d’une microbulle encapsulées. Les deux systèmes expérimentaux utili-
sées étaient très semblables à l’exception du couplage entre les pendules.

Avec la première chaîne (avec le couplage en forme de "V") nous avons observé des
modes de vibration jusqu’à n = 22, un phénomène de couplage de modes et des oscilla-
tions localisées. Le résultat le plus important est l’apparition de modes de vibration dans
différentes régions de résonance. Ce résultat est intéressant dans les sens où dans le cas des
microbulles, les chercheurs ont montré que les modes de vibration présentaient un compor-
tement fortement sous harmonique. Or dans le cas de la chaîne de pendules, nous avons
montré que les pendules présentaient des modes de vibration non seulement, dans une ré-
gion sous-harmonique mais aussi dans une région de résonance fondamentale. Ce résultat
offre de nouvelles perspectives dans l’étude de la dynamique des microbulles.
La seconde chaîne (avec le couplage en forme de "filet de pêche") a présenté quelques modes
de vibration jusqu’à n = 13 et notamment le mode radial n = 0. Nous avons remarqué que
la chaîne de pendules ne subit que des phases de compression. Phénomène observé pour
des microbulles encapsulées dans une paroi lipidique.

Les résultats obtenus sont prometteurs et en accord avec la théorie. Ils nous montrent
que l’utilisation d’une chaîne de pendules couplés est un moyen alternatif fiable pour étudier
le comportement oscillatoire d’une microbulle. L’analogie entre la microbulle et la chaîne de
pendules couplés est solide. Une telle analogie entre un système macroscopique et un autre
microscopique fournit de nombreuses informations complémentaires pour la compréhension
de la dynamique de la microbulle pour des applications en imagerie et en thérapie.

7.2 Et ensuite ?

7.2.1 Perspectives sur les chaînes de pendules

Les perspectives de cette thèse sont multiples. Premièrement, nous avons pu consta-
ter que les systèmes expérimentaux que constituent les chaînes de pendules possèdent une
fragilité à partir d’une certaines fréquence d’excitation (fe = 5 Hz). En effet, au delà de
cette fréquence, les oscillations deviennent trop importantes pour que le couplage entre les
pendules se maintienne. Une amélioration de la chaîne est donc envisagée notamment en
changeant les matériaux utilisés (masses plus légères, matériau plus élastique au niveau du
couplage, etc.).
En plus d’améliorer le système expérimental, il serait bon d’améliorer le système d’excita-

1. instituto de Investigacion para la Gestion Integrada des las zonas Costeras
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tion. En effet, pour l’instant la génération de l’excitation nécessite une présence humaine
constante car, en plus de sélectionner les paramètres acoustiques, il faut donner une im-
pulsion manuelle à la chaîne. Par ailleurs, la réalisation des séries de mesures et parti-
culièrement "chronophage". Afin de palier ces deux problèmes, il faudrait dans l’avenir
automatiser les séquences de mesures en implémentant sur Matlab, par exemple, toutes les
caractéristiques de nos séries de mesures (fréquences, amplitudes, durée, etc.).
De plus, de la même façon que pour les microbulles, il est envisagé d’étudier la réponse
de la chaîne de pendules à des excitations de quelques cycles seulement. Actuellement, la
chaîne subit une force verticale et sinusoïdale en continu.
Dans l’avenir, de nouvelles séries de mesures avec la deuxième chaîne de pendules (couplage
en forme de "filet de pêche") ainsi que des simulations seront effectuées afin de compléter
les résultats préliminaires. D’autres études sont attendues, notamment pour comprendre
l’interaction entre une microbulle et une paroi pour des applications en sonoporation.

7.2.2 Analyse des symétries

Du point de vue théorique, le travail de recherche se portera sur l’analyse des symétries
de Lie appliquée au cas des équations acoustiques non linéaires de type Rayleigh-Plesset.
Cette analyse repose sur l’utilisation d’outils mathématiques tels que la théorie des groupes.
La perspective de cette analyse est de montrer la relation entre la microbulle et le système
macroscopique de pendules couplés et de trouver des variables de similarité adimension-
nelles analogues à l’invariant fe.R0 présenté page 70, qui lient les deux systèmes analogue.
L’annexe D présente les bases de l’analyse des symétries.

7.2.3 Pinces optiques

Dans l’avenir, nous prévoyons une seconde partie expérimentale portant sur l’étude
directe de la bulle. Elle consiste à étudier une bulle unique piégée grâce à un système de
piégeage optique. Nous avons mis en place le système expérimental et nous l’avons testé.
Les résultats préliminaires sont présentés dans l’annexe C "Pinces optiques". De plus, grâce
à la propriété des pinces optiques de pouvoir piéger plusieurs objets simultanément, l’étude
pourra être étendue à l’interaction entre une microbulle et une cellule pour des applications
en cancérologie ou dans les pathologies thrombotiques (AVC). En effet, nous pourrons étu-
dier la réponse électrophysiologique de différents types de cellules (endothéliale, plaquette,
globules blancs, pour les pathologies thrombotiques, ainsi que différentes lignées de cellules
cancéreuses) afin de mieux cerner la mécanistique cellulaire lors de l’interaction avec ces
ACUs.

Toutes ces perspectives ont pour but d’offrir une vision détaillée de la dynamique d’une
microbulle afin d’optimiser les mécanismes de génération des modes d’oscillation et de
pouvoir les exploiter pour l’imagerie et pour la thérapie.
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ANNEXE A

TRAITEMENT DES DONNÉES

Les expériences sur les chaînes de pendules ont été filmées à l’aide d’une webcam.
Les informations caractérisant la réponse de la chaîne à une excitation extérieure ont
été extraites des films à l’aide de logiciels de traitement d’images et de vidéos. Dans
cette annexe, nous présentons brièvement les techniques utilisées pour extraire les
données.

A.1 Virtual Dub

Après avoir converti les vidéos obtenus au bon format (.avi), celles-ci ont été ouvertes
sur le logiciel Virtual Dub. Ce dernier permet de sélectionner les séquences d’intérêt du
film. Dans notre cas, nous avons extrait les séquences correspondant à chaque mode de
vibration.

A.2 Image J

Les séquences enregistrées au format .avi grâce au logiciel Virtual Dub ont ensuite été
ouvertes sur le logiciel Image J. Ce dernier permet grâce à l’utilisation de certains modules,
présentés dans la suite de cette annexe, d’extraire des données telles que la position des
pendules en fonction du temps et par conséquent leur vitesse ou leur amplitude et fréquence
d’oscillation.

A.2.1 Réglages préliminaires

Tout d’abord, nous devons passer de l’image en couleur à une image en échelles de gris,
car certains modules ne peuvent pas fonctionner sur une image couleur. Ensuite, il faut
régler les propriétés de l’image, notamment l’échantillonage spatial et temporel.
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A.2.2 MJ Track

Ce module permet de suivre le chemin de chaque pendule (fig.A.1.A etA.2). Après

A 

C 

B 

Figure A.1 – A : vidéo sur laquelle nous suivons le chemin parcouru par les pendules. B :
interface du module MJ Track. C : tableau de valeur correspondant à chaque mouvement
des pendules.

Figure A.2 – Suivi de la trajectoire de chaque pendule grâce au logiciel Image J et au
module MJ Track.
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avoir sélectionné chaque pendule sur plusieurs images consécutives et en cliquant sur l’on-
glet "Measure" (fig.A.1.B), nous avons accès à de nombreuses informations dont la dis-
tance parcourue par le pendule ainsi que sa position dans le plan (0 ; x, y), sa vitesse,etc.
(fig.A.1.C).

A.2.3 Dynamic Reslice

Grâce au module "Dynamic Reslice" (fig.A.3), nous pouvons obtenir directement une
image du mouvement de chacun des pendules. Après avoir binarisée les images obtenues,
nous analysons les courbes grâce à l’outil "Analyze Line Graphs" ce qui nous permet d’ex-
traire les coordonnées de chaque point du graphique. Nous avons ainsi accès à l’amplitude
et à la fréquence d’oscillation de chaque pendule.

A 

C 

B 

D 

Figure A.3 – A : vidéo de la chaîne de pendules ; B : image du mouvement du pendule
sélectionné en fonction du temps ; C : image après binarisation ; D : graphique associé à
l’image B.
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ANNEXE B

MOBILITÉ À L’ÉTRANGER : UNIVERSIDAD POLITECNICA DE
VALENCIA (GANDIA, ESPAGNE)

B.1 Contexte

Ce travail de thèse a été réalisé en collaboration avec l’équipe du professeur Victor
Sanchez-Morcillo de l’Instituto de Investigacion para la Gestion Integrada de las zonas
Costeras (IGIC) de l’université polytechnique de Valencia (UPV).
Cette collaboration m’a conduite à effectuer un séjour de recherche d’une durée d’un mois
(juin 2013) à l’IGIC (Gandia, Espagne). Pour financer ce séjour, j’ai bénéficié d’une sub-
vention de l’école doctorale de l’université François-Rabelais de Tours dans le cadre du
programme "Aires culturelles".

B.2 Séjour de recherche

L’objectif de ce séjour était de partager les compétences de l’équipe du professeur
Sanchez-Morcillo en matière de simulation numérique afin d’avancer dans la compréhension
de la physique des microbulles ainsi que de valider les résultats expérimentaux obtenus au
laboratoire "Imagerie et cerveau" (Inserm U930) avec la première chaîne de pendules.
En effet, lors de ce séjour, d’autre étudiants français ont travaillé à l’UPV. Loïc Maurin,
étudiant de quatrième année à l’ INSA Centre Val de Loire (anciennement ENIVL, Blois)
était présent dans le cadre d’un stage. Son sujet portait sur l’étude des excitations localisées
sur une bulle et la recherche de solitons. Son sujet comportait une partie expérimentale
sur une chaîne de pendules possédant un couplage beaucoup plus faible que celle présentée
dans le chapitre 8 "Chaîne en forme de "V" : bulle libre". J’ai donc participé à la réalisation
de cette nouvelle chaîne de pendules (fig.B.1.A) avec laquelle j’ai réalisée quelques séries
de mesures afin de comparer à celles obtenues avec les autres chaînes.
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Figure B.1 – A : chaîne de pendules à couplage faible. N = 50 pendules, R = 30.25 cm,
d = 1 cm, a = 3.5 cm et L = 11 cm.

B.3 Bilan

Ce séjour de recherche nous a permis d’avancer sur la problématique de l’analogie entre
une bulle et une chaîne de pendules et s’est soldé par la rédaction d’un acte de congrès 1.
Par ailleurs, en plus d’avoir été une très bonne expérience dans un laboratoire de recherche
étranger, ce séjour nous a permis de consolider la collaboration déjà établie entre l’INSA
Centre Val de Loire (Blois, France), l’Inserm U930 (Tours, France) et l’IGIC (Gandia,
Espagne).

1. Vibration modes in a pendulums ring : analogy with gas microbubbles surfaces modes, Jennifer
Chaline, Victor Sanchez-Morcillo, Noé Jimenez, Ayache Bouakaz, Serge Dos Santos, 2013 Joint UFFC,
EFTF and PFM Symposium pp.329-332.
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ANNEXE C

PINCES OPTIQUES

En parallèle de notre système macroscopique acousto-mécanique, un système de
pinces optiques a été mis en place afin de valider les résultats obtenus avec la chaîne
de pendules. Le système de pinces optiques reposant sur le principe que la lumière
agit sur la matière, nous avons choisi de consacrer une section à l’histoire de l’étude
sur les forces optiques. Celle-ci sera suivie de trois autres sections. Dans la première,
nous présenterons le montage expérimental. La deuxième sera consacrée à la réalisa-
tion des hologrammes et pour finir, nous présenterons les résultats des premiers tests
réalisés.
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C.5 Résultats préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
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C.1 Introduction

Les pinces optiques sont des outils basés sur la focalisation et la réfraction d’un fais-
ceau laser. Elles sont utilisées pour maintenir et déplacer physiquement des objets micro-
scopiques qui ne conduisent pas le courant électrique. On trouve ce système de piégeage
optique dans divers domaines d’applications comme, par exemple, la biologie, la chimie
et la physique. L’intérêt d’un tel système est la possibilité de manipuler une microbulle
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individuellement et de s’affranchir ainsi des effets de dilution. De plus, il permet de répéter
les expériences dans les mêmes conditions et de manipuler les microbulles à distance et de
façon non destructive.

C.2 Historique

Au début du XV IIe, Johannes Kepler, en observant la queue des comètes, remarqua
que les particules échappées de celle-ci étaient affectées par les rayons solaires. Selon lui, la
pression exercée par les rayons solaires aurait pour effet de donner au nuage de particules
une orientation opposée au soleil.
Un peu plus d’un siècle plus tard, James Clerk Maxwell prouvait de façon théorique que
la lumière exerce une force sur la matière. Cette force est appelée pression de radiation.
Cette dernière sera démontrée expérimentalement par Lebedev.
Jusqu’à l’invention du laser dans les années 60, les forces exercées par la lumière sur les
objet ont été mises de côté car considérées comme trop faibles pour être exploitées.
Finalement, grâce aux travaux d’Arthur Ashkin dans les années 70 [Ashkin (1970); Ashkin
et Dziedzic (1971)], les premiers systèmes de piégeage optique ont vu le jour et n’ont cessé
d’être améliorés.

C.3 Montage expérimental

C.3.1 Principe du système

Les pinces optiques utilisent un rayon lumineux fortement focalisé par l’objectif d’un
microscope en un point sur un échantillon. Ce point forme un piège optique capable de
maintenir une petite particule en son centre (fig.C.1).

laser 

objectif 
échantillon 

piège optique 

Figure C.1 – Principe de base des pinces optiques.

Les gradients d’intensité dans le rayon convergent attirent de petits objets, tels que des
particules colloïdales, vers le point focal. La pression de radiation du faisceau tend à pousser
les particules dans le sens de la propagation de la lumière mais les faisceaux réfractés in-
cidents sous un angle élevé vont maintenir la particule au voisinage du point focal (fig.C.2).
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1 2 1 1 

F1 

F1 F1 

F2 

gradients d’intensité pression de radiation 

Figure C.2 – Forces de gradient (à gauche) et pression de radiation (à droite) agissant
sur la particule.

Dans des conditions où les forces de gradient sont dominantes, une particule peut être
piégée dans les trois directions à proximité du point focal.

C.3.2 Description du montage

Une photo de notre montage expérimental est présentée sur la figure C.3. Nous utilisons
une source de laser infrarouge (Manlight, λ = 1, 08µm et P = 20W ). Le faisceau lumineux
est d’abord élargi. Il est ensuite dirigé vers un modulateur spatial de lumière (SLM) (LCOS-
SLM controller Hamamatsu) grâce à un jeu de miroirs. Le SLM a pour fonction de moduler
la phase de lumière incidente. En renvoyant un hologramme sur celui-ci (cf. section C.4),
il est possible de modifier la forme du rayon laser.
Le rayon lumineux est réfléchi par le SLM et traverse ensuite deux lentilles L1 et L2

de distances focales respectives f1 = 125mm et f2 = 150mm et passe par l’objectif du
microscope (Olympus). Les lentilles permettent de réajuster le rayon laser afin que celui-ci
soit correctement aligné avec le microscope. De plus, nous pouvons contrôler la position
axiale du piège optique dans le plan objet en jouant sur les positions dans le plan (0 ; x, y)
de la première lentille.
Le piégeage de microparticules est filmé à l’aide d’une caméra rapide (i-speed camera
Olympus, 33 000 images/s).
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Figure C.3 – Système de pinces optiques. En vert, le trajet du rayon laser.

C.4 Réalisation des hologrammes

Le rayon laser que nous utilisons est de type Gaussien. Un des inconvénients de ce
type de faisceau est qu’il ne peut pas piéger des particules dont l’indice de réfraction n est
inférieur à 1, n =

nparticule

nmilieu
< 1.

Les microbulles d’ACUs se comportent comme des particules à faible indice n en dépit
de leur coque qui possède un indice élevé [Gahagan et Swartzlander (1996)]. Il faut donc
changer le type du rayon laser. Cela se fait grâce à un hologramme que l’on transfère au
SLM. L’hologramme créé (fig. C.4) permet de passer d’un faisceau gaussien à un faisceau de
type Laguerre-Gauss. Il est réalisé sur Matlab via un programme qui nous a été fourni par
Jean-Pierre Galaup, chercheur du laboratoire Aimé-Cotton à Orsay. Nous avons observé
la modification du faisceau laser en fonction de l’ordre des hologrammes de type Laguerre-
Gauss.
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Figure C.4 – Hologramme de type Laguerre-Gauss d’ordre 20.

Lorsqu’un faisceau de type Laguerre-Gauss est fortement focalisé, celui-ci produit un
piège en forme de tore (fig. C.5).

C.5 Résultats préliminaires

Nous avons testé notre système de pinces optiques sur des microbilles de diamètre d =
2, 93µm. Comme ces particules possèdent un indice de réfraction supérieur à 1, nous avons
utilisé un faisceau gaussien. Lorsque l’on approche celui-ci des microbilles, ces dernières
sont happées. Ensuite, en jouant sur les positions (0 ; x, y) de la lentille L1, il est possible
de déplacer le piège et donc la bille (fig.C.6).

C.6 Conclusion

Nous sommes capables de piéger des microparticules et de les déplacer à distance. Main-
tenant que le système de piégeage optique est en place et qu’il fonctionne, la prochaine étape
consistera à piéger des microbulles d’agent de contraste afin d’étudier le comportement de
celles-ci en présence d’une onde acoustique.
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A 

B 

Figure C.5 – A : tâche de diffraction du rayon laser sans l’hologramme. On observe un
point lumineux sur l’écran. B : tâche de diffraction du rayon laser avec application de
l’hologramme de type Laguerre-Gauss. La forme du rayon change et on observe un tore au
lieu d’observer un point. Le point apparaissant sur l’image correspond à l’ordre 0.
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bille 

bille 

laser 

laser 

bille+laser 

bille+laser 

1 2 

4 3 

Figure C.6 – Piégeage d’une microbille de 2,93 µm de diamètre. 1 : le faisceau laser est
approché de la bille. 2 : celle-ci est happée par le laser. 3 : le faisceau et la microbille piégée
sont déplacés. 4 : La microbille est libérée.
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ANNEXE D

ANALYSE DES SYMÉTRIES

Ce chapitre pose les bases mathématiques des outils qui seront utilisés dans la conti-
nuité de ce travail de recherche. Ce chapitre porte donc sur les principes des groupes
de Lie à un paramètre, qui nous serviront dans de futures études théoriques sur les
microbulles d’ACUs.
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D.1 Prélude mathématique

D.1.1 Introduction

Dans son introduction à l’analyse des symétries, Brian J. Cantwell [Cantwell (2002)]
présente l’analyse des symétries comme un outil universel et la méthode la plus importante
pour trouver des solutions analytiques à des problèmes non linéaires.
La symétrie est universelle, fascinante et d’une importance pratique immense. En tant
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qu’êtres humains, nous avons développé une perception de la symétrie qui est au cœur de
notre vie consciente. Les symétries fournissent des indices qui nous aident à faire le lien
avec notre environnement et à guider nos mouvements à travers le monde. Tout le monde
a un goût pour les choses qui sont en quelque sorte symétriques ou possèdent une déviation
agréable de la symétrie parfaite.[...] La connaissance des symétries est utilisée pour amélio-
rer notre compréhension de phénomènes physiques complexes, pour simplifier et résoudre
des problèmes et, finalement, pour approfondir notre compréhension de la nature.

Le principe de l’analyse des symétries exploite le principe de covariance des équations
qui gouvernent un système physique. Les équations qui gouvernent une loi physique doivent
garder la même apparence sous certaines transformations de groupes des variables qui appa-
raissent dans les équations. Ce principe prend en compte deux idées distinctes. La première
est l’indépendance des coordonnées : un phénomène physique doit être gouverné par des
lois qui ne dépendent pas du système de coordonnées utilisé pour le décrire. La seconde est
l’homogénéité dimensionnelle : un phénomène physique doit être décrit par des lois qui ne
dépendent pas de l’unité de mesure appliquée aux dimensions des variables qui le décrivent.

L’analyse des symétries est largement utilisée dans le domaine de la physique des solides
et tient un rôle fondamental lorsqu’il s’agit d’étudier et de classer les propriétés physiques
des réseaux cristallins par exemple. L’ensemble des opérations qui laissent invariant un
système constitue un groupe de symétrie. Si l’on prend un flocon de neige, les transfor-
mations qui le laissent invariant forme un groupe de symétries discrètes. Cependant, dans
la nature, les symétries peuvent être observées avec des propriétés multi-échelles, comme
des propriétés fractales. Ces familles de symétries constituent des groupes de symétries
continues, ou groupes de Lie.

Avant d’aborder les notions théoriques de l’analyse dimensionnelle et des groupes de
Lie, faisons un bref retour dans le passé afin de revenir sur l’origine de la notion de symétrie
et son utilisation en mathématiques.

D.1.2 Historique

Le concept de symétrie tient ses origines dans la culture grecque. On le trouve dans
les réflexions pythagoriciennes ou dans les écrits de Platon par exemple. Cependant, cette
notion de symétrie est avant tout intuitive et n’est pas étudiée de façon explicite en termes
mathématiques.
Ce n’est qu’à la fin du XV IIIe siècle que la symétrie devient un objet mathématique.
Ce concept nous vient de l’algèbre et plus particulièrement des équations algébriques. Une
équation de degré n possède n racines réelles ou complexes qui ont des propriétés de sy-
métries. La structure de l’équation se reflète dans ces propriétés. Ces découvertes sont le
fruit du travail de Joseph-Louis Lagrange et Alexandre-Théophile Vandermonde (fin du
XV IIIe), et d’Evariste Galois (XIXe) à qui l’on doit la notion de "groupe".
Vers 1870, le mathématicien norvégien Sophus Lie, en s’inspirant des travaux de Galois sur
les équations algébriques, développa une méthode de résolution systématique des équations
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différentielles basée sur une théorie des symétries continues. Il remarqua que de nombreuses
méthodes de résolution des équations différentielles pouvaient être unifiées grâce à la théo-
rie des groupes.

À partir du XXe siècle, l’existence de lois de conservations constitue une implication
importante des symétries en physique et en mathématique. Pour chaque symétrie continue
globale, il existe une quantité indépendante du temps qui lui est associée. Cette connexion
entre symétries et lois de conservation fut démontrée par Emmy Noether en 1918 [Noether
(1918)]. Depuis lors, la théorie des groupes de symétries continues forme une clef de voûte
du formalisme de la physique moderne (e.g. mécanique quantique [ Weyl (1952); Wigner
(1967)]).

La méthode mise au point par Sophus Lie possède tout de même une faiblesse car elle
requiert des calculs assez lourds. Néanmoins, grâce à l’apparition des logiciels de calculs
formels, cette théorie a connu un essor et elle est maintenant largement utilisée en physique
[Cantwell (2002); Baumann (2000); Holm et al. (2009)].

D.1.3 Introduction aux groupes de Lie à un paramètre

D.1.3.1 Définition d’un groupe

Un groupe est un ensemble G auquel on associe une opération de groupe notée ⊗.
Celle-ci doit satisfaire les axiomes suivants :

1. Le produit gi ⊗ gj de n’importe quels éléments de G est lui-même un élément dans
l’ensemble, i.e.,

gi ⊗ gj = gk, (D.1)

avec gk ∈ G.

2. Si trois éléments gi, gj et gk sont multipliés, peut importe le produit qui est réalisé
en premier, i.e.,

gi ⊗ (gj ⊗ gk) = (gi ⊗ gj)⊗ gk = gi ⊗ gj ⊗ gk. (D.2)

3. Un élément de l’ensemble G noté I et appelé l’élément identité, doit avoir les pro-
priétés suivantes

I ⊗ gi = gi,
gi ⊗ I = gi,

(D.3)

pour tout gi ∈ G.

4. À chaque élément de G correspond un élément de l’ensemble noté g−1i et appelé
inverse qui possède la propriété suivante

gi ⊗ g−1i = I = g−1i ⊗ gi (D.4)
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D.1.3.2 Groupe de Lie

Définition .
Un groupe de Lie est un ensemble G muni de deux structures compatibles. La première est
une structure de groupe donnée par une loi de composition interne notée ⊗. La seconde
est une structure de variété lisse, i.e. les éléments du groupe peuvent varier en continu.

Soit x = (x1, x2, ..., xn) un vecteur dans un domaine D ∈ Rn. On définie T s la trans-
formation à un paramètre réel et continu s, appartenant à l’intervalle ouvert S ∈ R :
T s : D → Rm. La transformation T s forme un groupe de Lie à un paramètre par rapport
à l’opération de groupe ⊗ si et seulement si elle satisfait aux quatre axiomes définis dans
la section précédente et à un cinquième en plus :

1. Groupe fermé : la loi de composition interne donne une transformation qui est un
membre du groupe.

2. Associativité
(T s1 ⊗ T s2)⊗ T s3 = T s1 ⊗ (T s2 ⊗ T s3). (D.5)

3. Élément identité : il existe un élément identité noté s0 tel que x est lié à lui-même

T s0(x) = x, (D.6)

où s0 est l’élément identité du groupe.

4. Élément inverse : pour tout T s ∈ G, T s possède un élément inverse

(T s)−1 = T−s. (D.7)

5. Pour tout s ∈ S, la transformation T s(x) est de classe C∞.

Générateur infinitésimal .
Les travaux de Sophus Lie gravitent essentiellement autour de la notion de "générateur
infinitésimal". Selon la théorie de Lie, déterminer le groupe de symétrie G est équivalent à
calculer ses transformations infinitésimales. Considérons la transformation suivante

x̃ = T s(x). (D.8)

On développe D.8 en série de Taylor par rapport au paramètre s, au voisinage de 0 et on
ne garde que les termes linéaires. Cela nous donne

x̃ = x+ sη(x) +O(s2), (D.9)

avec η(x) = ∂T s(x)
∂s

∣∣∣
s=0

, la composante infinitésimale. L’équation D.9 est appelée transfor-
mation infinitésimale de la transformation D.8. L’ensemble des composantes infinitésimales
ηi peut être regroupé sous la forme d’un opérateur V appelé champ de vecteurs tangent
ou générateur infinitésimal du groupe de symétries. Il est noté

V (x) = ηi(x)∂xi . (D.10)
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Considérons H(x) une fonction différentiable de classe C∞. H(x) est dite invariante sous
le groupe de transformations à un paramètre G si et seulement si

H(T s(x)) = H(x). (D.11)

En d’autres termes, H(x) est invariante sous la transformation T s si et seulement si

V (x).H(x) = 0. (D.12)

Prolongations de première et deuxième espèces .
Dans ce paragraphe, nous nous intéressons uniquement aux équations aux dérivées par-
tielles d’ordre 2 (EDPO2) . Il va de soi que les résultats peuvent être généralisés pour un
ordre n quelconque.
Considérons l’EDPO2 suivante

H(x, y, yx, yxx) = 0. (D.13)

Si l’équation D.13 est invariante sous un groupe de symétries, cela signifie que

H(x, y, yx, yxx) = 0⇔ H(x̃, ỹ, ỹx̃, ỹx̃x̃) = 0. (D.14)

En plus des transformations remplaçant x par x̃ et y par ỹ, il faut connaître celles permet-
tant de passer de yx à ỹx̃ et de yxx à ỹx̃x̃. Il faut donc étendre les formules de passage de
x et y vers x̃ et ỹ aux dérivées premières et secondes.
On rappelle que les transformations de x et y sont les suivantes

x̃ = T s(x) ' x+ sη(x),

ỹ = T s(y) ' y + sς(y),
(D.15)

avec η = ∂T s(x)
∂s

∣∣∣
s=0

et ς = ∂T s(y)
∂s

∣∣∣
s=0

, les composantes infinitésimales. On développe
également les expressions de yx et yxx en séries par rapport au paramètre s et on obtient
les formes infinitésimales suivantes,

ỹx̃ = yx + sς(1)(x, y, yx),

ỹx̃x̃ = yxx + sς(2)(x, y, yx, yxx),

(D.16)

où les prolongations de première et seconde espèces notées respectivement ς1 et ς2, sont
données par

ς(i) = Dxς
(i−1) − y(i)Dxη. (D.17)

Dans cette équation, y(i) est une dérivée partielle et Dx = ∂x+yx∂y +yxx∂yx est la dérivée
totale.
On appelle prolongation d’ordre 2 du générateur infinitésimal V son extension aux dérivées
partielles d’ordre 1 et 2 et on la note

V (2) = η∂x + ς∂y + ς(1)∂yx + ς(2)∂yxx . (D.18)
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Résumé .
Le chemin à suivre pour trouver les groupes de symétries d’une EDPO2 est le suivant.
Soit l’EDPO2 suivante : H(x, y, yx, yxx) = 0.
Soit T s(x, y) = (x̃, ỹ) une transformation de classe C∞ qui dépend continûment du para-
mètre s.

La transformation T s est une symétrie de H si la relation suivante est satisfaite

H(x, y, yx, yxx) = 0⇔ H(x̃, ỹ, ỹx̃, ỹx̃x̃) = 0. (D.19)

Étapes à suivre :

1. Calculer la prolongation d’ordre 2 du générateur infinitésimal V (2)

V (2) = η∂x + ς∂y + ς(1)∂yx + ς(2)∂yxx . (D.20)

2. Construire un système d’équations aux dérivées partielles vérifiées par les compo-
santes infinitésimales η et ς en utilisant la condition D.19.

3. En résolvant ce système d’équation, nous obtenons les générateurs infinitésimaux
dépendants de x et y.

4. Pour chaque générateur, on applique les relations suivantes
dT s(x)
ds = V.T s(x),

T s0(x) = x.

(D.21)

Ce qui nous donne la transformation à un paramètre associée. On obtient finalement le
groupe de symétries continu de l’EDPO2.

Dans cette section, nous avons présenté deux outils mathématiques puissants de la
physique du XXe siècle : l’analyse dimensionnelle et les groupes de symétries continues.
Ces deux outils permettent à la fois de simplifier les équations et de fournir un grand nombre
d’informations physiques relatives au problème traité. La théorie des groupes de Lie fournit
un moyen d’élargir notre compréhension d’un phénomène physique et des équations qui lui
sont associées, d’où son rôle important. La suite de ce chapitre, sera consacrée à l’utilisation
des groupes de Lie à un paramètre dans la littérature et nous les appliquerons aux équations
des microbulles d’agents de contraste ultrasonore.

D.2 Littérature

D.2.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) sont couramment utilisées pour décrire des
modèles physiques. Le premier objectif est de trouver leurs solutions. Une des approches
pour résoudre les EDP est d’utiliser les propriétés des équations, notamment leurs symétries
et leurs lois de conservation. Cela permet de mieux cerner le problème et, par conséquent,
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de le résoudre plus aisément. Comme nous l’avons vu dans la section précédente "Pré-
lude mathématique", les symétries d’une équation sont les groupes de transformations qui
laissent invariante l’équation. Ces symétries agissent sur les variables indépendantes et dé-
pendantes du système et n’altèrent pas la forme de l’équation.
Cette méthode est de plus en plus utilisée en physique. On trouve de nombreux exemples
en mécanique des fluides, quelques uns en théorie de l’élasticité ou en acoustique non li-
néaire, [Abd-el Malek (1998); Abd-el Malek et al. (2002); Abd-el Malek et El-Mansi (2000);
Abdulwahhab et al. (2011)]. Dans le domaine de l’acoustique non linéaire, l’utilisation des
symétries de Lie a permis d’identifier un certain nombre de propriétés aux solutions connues
de l’équation de KZ et des équations de propagation dans les milieux à hystérésis [Dos San-
tos (2008)].
Dans la section suivante, nous nous intéressons à l’analyse des symétries appliquées à
l’équation de Rayleigh

R̈R+
3

2
Ṙ2 =

1

ρ

(
P0

(
R0

R

)3κ

− Pac(t)

)
. (D.22)

D.2.2 L’analyse des symétries dans le problème de la bulle

Cette sous-section est consacrée à l’application des groupes de Lie à un paramètre aux
équations de la bulle. On trouve très peu de références dans ce domaine. En fait, c’est au
chercheur Alexey Maksimov que nous devons l’ application des groupes de Lie aux équa-
tions décrivant la dynamique des bulles.
Dans l’article [Maksimov (2002)], Maksimov présente la construction de solutions de l’équa-
tion de Rayleigh grâce à l’utilisation des groupes de Lie et plus particulièrement en calculant
les groupes de transformations d’échelle. Nous nous intéresserons qu’à la partie de l’article
où il fait usage de l’analyse des symétries.
Dans ses travaux, Maksimov part de l’équation de Rayleigh donnée par

RR̈+
3

2
Ṙ2 =

1

ρ

(
P0

(
R

R0
,

)3γ

− Pac(t)

)
, (D.23)

avec Pi(r) = P0

(
R
R0

)3κ
, Pac(t) est la pression dans le liquide, ρ et P0 sont respectivement

la masse volumique et la pression à l’équilibre, R0 est le rayon de la bulle à l’équilibre, R son
rayon instantané et γ l’indice polytropique. Pour trouver les symétries de l’équation D.23,
celle-ci est présentée en termes de variables normalisées u = R/R0, u̇ = du/dτ , τ = tΩ0,
Ω2
0 = (3κP0/ρ0R

2
0) et u1 = Pac(t)/P0. L’équation D.23 devient donc

ü =
1

u

(
−3

2
u̇+

1

3γ

(
1

u3γ
− u1

))
. (D.24)

La prolongation de deuxième espèce du générateur infinitésimal du groupe continu est
donné par V (2) = η∂x + ς∂y + ς(1)∂yx + ς(2)∂yxx , et la recherche des solutions de l’équation

V (2)

{
ü− 1

u

(
−3

2
u̇+

1

3γ

(
1

u3γ
− u1

))}
= 0, (D.25)
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avec la condition donnée par l’équation D.24. Ces étapes permettent d’obtenir les géné-
rateurs infinitésimaux V1 et V2 à partir desquels, les groupes de symétries sont définis.
L’équation de Rayleigh possède deux groupes de symétries

G1 : (u, u̇, τ + ε)

G2 :

{
u∗ = λ2/(2+3γ)u(τ̃)
τ̃∗ = λτ̃

(D.26)

où les variables étoilées sont les variables après transformation, λ est le coefficient de
changement d’échelle et ˜tau = (τ + τ0) avec τ0 déterminé par des coefficients obtenus grâce
à l’équation D.25. Le premier groupe G1 correspond au groupe de translation temporelle
et le second groupe G2 correspond au groupe de translations spatiales.
À partir de là, il est possible de trouver les solutions de l’équation de Rayleigh. Maksimov
utilise le fait que les groupes de symétrie continus offre la possibilité de réduire l’ordre
des équations différentielles correspondantes. Il introduit alors un nouveau système de
coordonnées qu’il construit à l’aide d’invariants du groupe. Et après quelques manipulations
mathématiques, l’équation D.24 peut se réécrire sous la forme suivante :

dz1
dz

=

(
3γ

2 + 3γ
zz1 +

(
−3

2
z21 +

1

3γ

(
1

z3γ
− U

)))
z−1

(
z1 −

2

2 + 3γ
z

)−1
. (D.27)

Ainsi, grâce à l’utilisation des groupes de Lie, Maksimov a montré qu’il était possible de
passer d’une équation aux dérivées partielles à une équation différentielle ordinaire du pre-
mier ordre ce qui simplifie la recherche de solutions.

Dans l’article [Maksimov (2004b)], en plus de l’équation de Rayleigh, Maksimov s’inté-
resse au modèle de van Wijngaarden qui modélise des liquides contenant des bulles et dont
le comportement et donné par l’équation de Korteweg de Vries

∂sP + P∂ςP + α−2∂ςςςP = 0, (D.28)

où s ' t, ς ' x − c0t et P ' P sont respectivement le temps normalisé, la coordonnée
spatiale normalisée et la pression normalisée.
En appliquant la même méthode que pour l’équation de Rayleigh, Maksimov obtient quatre
générateurs infinitésimaux à partir desquels les groupes de symétries peuvent être déter-
minés. L’utilisation des symétries permet d’analyser, dans le cas du modèle de van Wijn-
gaarden, les oscillations collectives non linéaires d’un nuage de bulles dont la dynamique
ressemble à celle d’une bulle unique avec des paramètres effectifs.

Dans un troisième article [Maksimov (2004a)], Maksimov passe en revue certains as-
pects de l’application des groupes de symétries pour l’analyse de la dynamique non linéaire
des bulles dans un liquide. En utilisant les groupes de symétries déterminés dans [Maksi-
mov (2002)] et notamment les lois d’échelles associées, il donne une analyse détaillée de la
pulsation non linéaire d’une bulle. Ensuite, il montre que la détermination des symétries de
l’équation de Laplace permettent de modéliser le problème de l’interaction d’une bulle avec
des conditions aux bords. Cette approche permet de trouver des solutions exactes pour la
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pulsation d’une bulle attachée à une paroi rigide. Finalement, il montre que la symétrie de
l’opérateur de collision dans un milieu rempli de bulles permet de trouver la forme exacte
de la fonction de distribution des bulles agglomérantes en présence d’un champ acoustique.

Dans ses articles, Maksimov a démontré qu’il est possible de décrire analytiquement la
dynamique non linéaire des bulles pour diverses situations physiques grâce aux solutions
obtenues à l’aide des groupes de Lie.

D.3 Analyse des symétries et recherche d’invariants appli-
quée aux microbulles

D.3.1 Méthodes

D.3.1.1 Le module Maple GeM

Comme nous l’avons montré dans la première section, l’analyse des symétries d’une
EDPO2 consiste à calculer la prolongation de deuxième espèce du générateur infinitésimal
que l’on note V (2). Ensuite, nous construisons un système d’équations aux dérivées par-
tielles vérifiées par les composantes infinitésimales η et ς et la résolution de ce système
nous donne les générateurs infinitésimaux en fonction des variables dépendantes et indé-
pendantes de l’équation de départ.
Ces trois étapes du calcul seront effectuées sur le logiciel de calcul Maple avec le mo-
dule GeM développé par Alexei Shevyakov. Ce module a été développé afin d’automatiser
l’analyse des symétries ponctuelles et les lois de conservation de n’importe quel système
d’équations différentielles partielles ou ordinaires.

D.3.1.2 Exemple d’application : l’équation de Burgers

On cherche les générateurs infinitésimaux de l’équation de Burgers qui est donnée par :

ut = uxx − uux. (D.29)

Cette équation est une simple équation d’onde combinée à des effets dissipatifs et non
linéaires et elle apparaît dans de nombreuses applications physiques comme la formation
d’ondes de choc ou la modélisation de la dynamique des gaz.
Dans le module GeM, on définit les variables indépendantes (x, t) et les variables dépen-
dantes (u(x, t)) ainsi que l’équation D.29. On obtient alors les cinq générateurs infinitési-
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maux suivants :
X1 = ∂x,

X2 = ∂t,

X3 = t∂x + ∂u,

X4 = u∂u − 2t∂t − x∂x,

X5 = (ut− x)∂u − t2∂t − xt∂x.

(D.30)

D.4 Conclusion

Cette même approche, qui n’est que rarement utilisée en acoustique non linéaire, sera
appliquée aux équations de type Rayleigh-Plesset. La perspective de cette analyse sera de
renforcer l’analogie entre la microbulle et le système macroscopique de pendules couplés
et de trouver des variables de similarité adimensionnelles qui lient les deux systèmes. Les
calculs seront effectués avec le logiciel Maple et feront appel au module GeM développé
par Alexei Chevyakov [Cheviakov (2007, 2010a,b)].
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[3] Macroscopic acousto-mechanical analogy of a microbubble, Jennifer Chaline, Noé
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JASA, 138, pp.3600-3606, 2015.
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kaz, Phys. Med. Biol. 59, pp.5101-5117, 2014.
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logues, Victor Sanchez-Morcillo, Noé Jiménez, Serge Dos Santos, Jennifer Chaline, Ayache
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7, 2013.
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an(t) Amplitude du mode de surface d’ordre n
ȧn Dérivée première de l’amplitude du mode de surface d’ordre n
än Dérivée seconde l’amplitude du mode de surface d’ordre n
Ae Amplitude d’excitation
a Distance entre deux pendules
c Constante propre au couplage entre les pendules
d Distance entre le cerceau et le point de rencontre des pendules
Es Élasticité dilatationnelle
f0 Fréquence propre d’une bulle ou d’un pendule simple
fe Fréquence d’excitation de la chaîne de pendule
~F Vecteur force appliqué à la bulle
fp Forçage paramétrique
Gs Module de rigidité de l’enveloppe de la bulle
g Accélération gravitationnelle
G Groupe de transformations
gi, gj , gk Éléments du groupe G
IM Index mécanique
I Élément identité d’un groupe
L Longueur d’un pendule
m Masse d’un pendule
M Nombre de Mach
n Ordre du mode de vibration ou indice optique d’un milieu (cf. pinces optiques)
P Pression du liquide au point situé à une distance r du centre de la bulle
P0 Pression statique
PL Pression dans le liquide
PG Pression du gaz
PG,0 Pression du gaz à l’équilibre
P∞ Pression dans le fluide environnant, loin de la bulle
Pac(t) Pression acoustique
Pv Pression de la vapeur
P−(t) Pression négative
Pmn Polynôme de Legendre

Table E.1 – Caractères latins utilisés dans la thèse.
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r(t) Distance instantanée entre un point quelconque et le centre de la bulle
ṙ Dérivée première par rapport au temps de r(t)
r̈ Dérivée seconde par rapport au temps de r(t)
R0 Rayon de la bulle à l’équilibre ou rayon de la chaîne de pendules
R(t) Rayon instantané de la bulle
Ṙ Dérivée première par rapport au temps du rayon instantané de la bulle
R̈ Dérivée seconde par rapport au temps du rayon instantané de la bulle
R1(t) Rayon de la première interface de l’enveloppe de la bulle
Ṙ1 Dérivée première par rapport au temps de R1(t)

R̈1 Dérivée seconde par rapport au temps de R1(t)
R2(t) Rayon de la deuxième interface de l’enveloppe de la bulle
Ṙ2 Dérivée première par rapport au temps de R2(t)

R̈2 Dérivée seconde par rapport au temps de R2(t)
R01 Rayon de la première interface de l’enveloppe de la bulle à l’équilibre
R02 Rayon de la deuxième interface de l’enveloppe de la bulle à l’équilibre
Rflambage Rayon pour lequel l’enveloppe de la bulle flambe
Rcassure Rayon pour lequel l’enveloppe de la bulle se brise
Rrupture Rayon pour lequel l’enveloppe de la bulle se rompt et le gaz se dissout
Ri(t) Position d’un pendule à un temps t
Sf Terme propre à la friction de la paroi
Sel Terme propre à l’élasticité de l’enveloppe de la bulle
TS Transformation à un paramètre S
t Variable temporelle
~v Vecteur vitesse
v(r, t) Composante radiale du vecteur vitesse
vr Dérivée de la vitesse par rapport à r
Vs Différence entre le rayon interne au cube et le rayon externe au cube à t = 0
V (x) Générateur infinitésimal
V (2) Prolongation d’ordre 2 du générateur infinitésimal
x Position de l’oscillateur
ẍ Accélération de l’oscillateur
Y m
n Harmoniques sphériques d’ordre n
Y 0
n Harmoniques zonaux

Table E.2 – Caractères latins utilisés dans la thèse .

138



GLOSSAIRE

α Coordonnée polaire
δ Coefficient d’amortissement
δp Paramètre d’élasticité de la paroi
δt Coefficient d’amortissement total
δrad Coefficient d’amortissement dû à la radiation
δvis Coefficient d’amortissement dû à la viscosité
δth Coefficient d’amortissement dû à la conduction thermique
ε Épaisseur de la paroi
ε0 Épaisseur de la paroi à l’équilibre
η Paramètre de forçage de la chaîne de pendules
ηS Viscosité de cisaillement
θ Angle du pendule
θ̇ Dérivée première par rapport au temps de θ
θ̈ Dérivée seconde rapport au temps de θ
κ Exposant polytropique du gaz
κs Viscosité dilatationnelle de surface
λ Longueur d’onde
µ Viscosité du fluide environnant
µS Viscosité de l’enveloppe de la bulle
ξ Perturbation du rayon de la bulle
ρ Masse volumique du fluide environnant
ρS Masse volumique de l’enveloppe de la bulle
% Rayon adimensionné de la bulle
σ Tension de surface de la bulle
σ1 Tension de surface à l’interface gaz/enveloppe
σ2 Tension de surface à l’interface enveloppe/fluide
σ(R0) Tension de surface de la bulle à l’équilibre
σ(R) Tension de surface de la bulle de rayon R
σeau Tension de surface de l’eau
σcassure Tension de surface critique de la paroi
ς(1), ς(2) Prolongation de première et deuxième espèce
τ
(S)
rr Tenseur déviateur de contrainte
˙

τ
(S)
rr Dérivée par rapport au temps de τ (S)rr

ϕ Coordonnée azimutale
χ Module élastique de la paroi de la bulle
φ Potentiel vitesse
φ̇ Dérivée par rapport au temps du potentiel vitesse
ωe Fréquence angulaire de l’excitation
ω0 Fréquence propre angulaire de la bulle ou de la chaîne de pendules
ωn Fréquence angulaire du mode de vibration n

Table E.3 – Caractères grecs utilisés dans la thèse.
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Résumé :

Sous l’action d’une excitation ultrasonore spécifique, les microbulles d’agents de contraste
présentent des oscillations non linéaires. Considérant leur taille et la complexité du phé-
nomène, des expériences et/ou des simulations complexes et onéreuses sont requises. Pour
éviter cela, l’utilisation d’une analogie est proposée et validée numériquement. Lorsqu’elles
sont soumises aux ultrasons, les microbulles (1-8 µm) présentent une dynamique assez riche
et néanmoins complexe dont certains aspects peuvent être décrits par un réseau d’oscilla-
teurs couplés non-linéaires. Dans cette thèse, nous proposons d’étudier le comportement
oscillatoire d’une microbulle via un système acousto-mécanique de pendules couplés para-
métriquement excités par une force verticale. Il s’agit de comprendre la dynamique d’une
bulle unique pour l’étudier ensuite dans des conditions expérimentales et cliniques pour des
applications en imagerie et en thérapie. Du point de vue théorique, nous avons montré que
les deux systèmes sont décrits par une équation de Mathieu. D’un point de vue expérimen-
tal, nous avons développé la chaîne de pendules. Celle-ci consiste en un cercle d’aluminium
sur lequel sont fixés des pendules à l’aide de fil de nylon. La chaîne de pendules repose sur
le système d’excitation qui génère une excitation sinusoïdale variant de 1 Hz à 5 Hz. Les
résultats obtenus (modes de vibration, oscillation sous-harmonique, oscillation radiale) ont
été validés par une étude numérique et sont en accord avec les résultats obtenus pour les
microbulles.
Mots clés : microbulles, modes de vibration, analogie acousto-mécanique

Abstract :

Under specific ultrasound excitation, contrast microbubbles undergo nonlinear oscilla-
tions. Considering the size and the complexity of the phenomenon, expensive and complex
experiments and/or simulations are required. To overcome this, the use of an analogy is
proposed and validated numerically. When subjected to ultrasound, microbubbles present
a fairly rich and complex dynamics of which some aspects can be described by a lattice of
nonlinearly coupled oscillators. In this thesis, we propose to study the oscillatory behavior
of a microbubble through an acousto-mechanical setup of coupled pendula parametrically
excited by a vertical force. The aim of this work is to understand the dynamics of a single
bubble, to subsequently study it in experimental and clinical conditions for both imaging
and therapy. From the theoretical point of view, we have shown that both systems are
described by a Mathieu type equation. From the experimental point of view, we have deve-
lopped the pendula ring. It consists of an aluminum ring on which pendula are fixed with
nylon strings. The pendula chain lies on the excitation system that generate a sinusoidal
excitation ranging from 1 Hz to 5 Hz. Results obtained (vibration modes, subharmonic
oscillations, radial mode) are in agreement with simulations and are similar to the results
obtained for microbubbles.
Keywords : microbubbles, vibration modes, acousto-mechanical analogy


