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Résumé

Nous abordons dans cette thèse des problèmes d’ordonnancement de travaux in-
dépendants sur une machine ou sur des machines parallèles. Plus précisément, nous
abordons deux catégories de problèmes :

1. les problèmes d’ordonnancement de type juste-à-temps : il s’agit de déterminer
un ordonnancement de sorte que les travaux se terminent le plus près possible
de leur date de fin souhaitée. On considère le cas où la date de fin souhaitée
commune est connue et le cas où elle est à déterminer. De nouveaux algorithmes
exacts sont proposés - gloutons et programmes dynamiques -. Des schémas d’ap-
proximation sont élaborés.

2. les problèmes d’ordonnancements de travaux interférants : il s’agit de déterminer
un ordonnancement qui permet d’optimiser un critère pour la globalité des tra-
vaux à effectuer, sachant que la solution trouvée doit permettre également l’opti-
misation d’un autre critère défini uniquement sur un sous-ensemble des travaux.
Il s’agit ici d’un nouveau problème d’ordonnancement multicritère, différent de
la notion classique, et qui se rapproche des problèmes de type "multi-agent schedu-
ling" ou "interfering job sets". Les approches considérées pour trouver une solution
non dominée sont l’approche ε-contrainte, la combinaison linéaire de critères et
le goal programming. De nouveaux résultats de complexité sont montrés et des al-
gorithmes polynomiaux/pseudo-polynomiaux sont développés pour le calcul de
cette solution non dominée.

Mots-clés : ordonnancement, une machine, machines parallèles, juste-à-temps, tra-
vaux interférants, complexité, programmation dynamique, schéma d’approximation
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Abstract

In this thesis we consider scheduling problems of independent jobs on a single ma-
chine or on parallel machines. More precisely, we tackle two kinds of problems :

1. just-in-time scheduling problems : it aims to determine a schedule so that a job
completes as close as possible to its due date. We consider the case where the
common due date is known and the case where the common due date has to be
fixed. New exact algorithms based on greedy algorithms and dynamic program-
ming are proposed. Approximation schemes are given.

2. scheduling problems with interfering jobs : the aim is to determine a schedule that
optimizes a criterion for the whole set of jobs and so that the solution optimizes
another objective only for a subset of jobs. It is here a new multi-criteria schedu-
ling problem, different from the classical notion, which is related to "multi-agent”
or to "interfering job sets” scheduling problems. The approaches considered for
finding a non-dominated solution are the ε-constraint approach, the linear com-
bination of criteria and the goal programming approach. New complexity results
are proposed and polynomial/pseudo-polynomial algorithms are developed for
the calculation of the non-dominated solution.

Keywords : scheduling, single machine, parallel machines, just-in-time, interfering
jobs, complexity, dynamic programming, approximation scheme
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Introduction générale

Motivée et stimulée par des questions qui se posent dans la planification et la ges-

tion de la production, la théorie de l’ordonnancement est devenue un domaine im-

portant d’optimisation combinatoire, situé à l’interface entre les mathématiques appli-

quées, l’informatique et la recherche opérationnelle. Dans son sens le plus large, l’or-

donnancement consiste à programmer l’exécution d’une réalisation en attribuant des

ressources aux tâches et en fixant leur date d’exécution. Pour plus de détails sur la

théorie d’ordonnancement nous pouvons citer les livres de Carlier et Chrétienne [31],

de Leung [155], de Pinedo [177], de Brucker [29], de T’Kindt et Billaut [209], de Blaze-

wicz et al. [27] et le livre d’exercices du groupe de travail GOThA [79].

Depuis les années 50 du dernier siècle, les problèmes d’ordonnancement ont évo-

lué et leurs études n’ont pas cessé d’augmenter, peut-être du fait de leur applicabilité

à une multitude croissante de problèmes réels. De plus, parmi les problèmes d’opti-

misation combinatoire, les problèmes d’ordonnancement sont probablement ceux qui

sont le plus liés au monde industriel, puisqu’il s’agit de concilier, de façon optimale,

des ressources limitées avec des activités dans le temps. Ainsi, des domaines comme

l’éducation, l’agriculture, le transport ou la santé ont bénéficié des recherches issues de

l’ordonnancement. Grâce aux progrès énormes des ordinateurs, les problèmes d’ordon-

nancement approchent de plus en plus les problèmes réels, qui attirent les chercheurs

par leur intérêt et leur difficulté [184].

On constate que le client prend une importance considérable dans les organisations

et dans les systèmes de production en particulier. L’organisation des chaînes logistiques

repose sur une coordination des acteurs allant des fournisseurs des fournisseurs jus-

qu’au client final. Les problèmes de synchronisation et de livraison nécessitent une co-

ordination parfaitement réglée, qui peut être obtenue grâce à des études sur le juste-à-
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temps (JàT) (just-in-time en anglais). D’autre part, la prise en compte des particularités

des clients – certains sont plus exigeants sur les délais, certains sur les quantités, cer-

tains souhaitent grouper leurs livraisons, d’autres non, etc. – nécessite l’introduction

de paramètres et de mesures dédiés à certains travaux et pas à d’autres. Par nature,

les travaux sont en compétition pour l’utilisation des ressources, les travaux interfèrent

pour leur utilisation et leurs objectifs ne sont pas nécessairement les mêmes. Ce genre

de problème nécessite des études sur les travaux interférants.

Dans le cadre de l’étude théorique de cette thèse, nous nous focalisons sur des pro-

blèmes d’ordonnancement multicritères, dont l’étude a bien évolué dans les années

récentes, et notamment sur deux approches très développées récemment. La première

concerne l’approche multicrière de type ’Juste-à-temps’ qui attire les chercheurs depuis

les vingt dernières années par son intérêt pratique et sa difficulté. La seconde présente

une type de problème d’ordonnancement multi-critère plus récent appelé “ordonnan-

cement des travaux interférants”.

Introduction à la partie I

Le critère lié à la minimisation simultanée des coûts d’avance et de retard fait l’ob-

jet de cette première partie de thèse. Ce critère est issu de la production juste-à-temps

que nous présentons ci-dessous. La philosophie de la production JàT s’est développée

depuis une soixantaine d’années comme une politique de production, qui permet de

limiter les stocks et de fabriquer des produits qui correspondent exactement à la de-

mande [32]. Sourd [199] indique que “l’idée de base est d’éviter toute production anticipée

de produits intermédiaires ou finaux, ce qui signifie que le producteur se contente de produire la

quantité strictement nécessaire, au moment voulu, pour satisfaire la demande de chaque client.

Ainsi, c’est la date à laquelle le client demande à être livré qui fixe la date de livraison du produit

mais, le JàT va même plus loin : toutes les dates de toutes les opérations de la fabrication du pro-

duit livré sont également fixées de manière à ce qu’il n’y ait pas de temps mort dans la chaîne de

fabrication. De cette manière, le produit est emballé juste-à-temps pour être livré, il est assemblé

juste-à-temps pour être emballé et, ainsi de suite jusqu’à déterminer la date de production des

matières premières”.

En effet, le concept du JàT a été préconçu au Japon au sein de l’usine Toyota par Taii-

chi Ohno et avait comme motivation principale l’élimination des gaspillages à tous les
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niveaux [161]. L’introduction du système du Kanban a permis, au moyen d’étiquettes

(Kanban signifie étiquette en japonais) de signaler les demandes de chaque poste de

la chaîne de production, de mettre en oeuvre simplement une politique de production

JàT : limitation de la production du poste amont aux besoins exacts du poste aval. Les

articles de Huang et Kusiak [105] et Akturk et Erhun [8] offrent une synthèse sur la

recherche récente dans ce domaine.

Dans cette partie, nous considérons des problèmes d’ordonnancement de travaux

indépendants, sur une machine unique ou sur des machines parallèles. Nous nous in-

téressons plus particulièrement au cas où les travaux ont une date de fin souhaitée

commune. Dans le chapitre 2, nous nous intéressons à la minimisation du retard pon-

déré total des travaux et proposons de nouveaux algorithmes de programmation dyna-

mique. Dans le chapitre 3, nous tenons compte des pénalités d’avance, nous identifions

de nouveaux cas polynomiaux dans le cas où les travaux ont des durées identiques

et nous proposons de nouveaux schémas d’approximation dans le cas général. Dans

le chapitre 4, nous considérons que la date de fin est commune aux travaux (ou à un

sous-ensemble des travaux) et que cette date est à déterminer. De la même façon, nous

identifions des cas polynomiaux et nous proposons quelques schémas d’approxima-

tion. Le chapitre 5 conclut cette partie.

Introduction à la partie II

La deuxième partie de cette thèse porte sur l’étude d’une nouvelle classe de pro-

blèmes d’ordonnancement multicritères. Dans la plupart des études en ordonnance-

ment multicritère, tous les travaux contribuent de la même façon à la mesure de la

qualité de la solution, et celle-ci peut être donnée par plusieurs critères. Par exemple,

on considérera le maximum de toutes les dates de fin d’exécution des travaux comme

un critère et le plus grand retard de tous les travaux comme un autre critère. Nous

considérons dans cette partie qu’un critère est fourni par l’ensemble des travaux, mais

que les autres critères peuvent porter sur un sous-ensemble des travaux. On voudra

par exemple minimiser le maximum de toutes les dates de fin d’exécution des tra-

vaux, tout en respectant une borne pour le plus grand retard de certains travaux seule-

ment. Ces problèmes se posent dans ces termes pour certaines entreprises où la pro-

duction journalière est évaluée par un critère qui porte sur tous les travaux, et où des
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sous-ensembles de travaux doivent respecter des contraintes – parfois imposées par les

clients ou relatives aux retards déjà accumulés – selon d’autres critères.

Le chapitre 6 présente ces problèmes dans le contexte de la littérature et montre son

originalité. Le chapitre 7 est consacré à l’étude des problèmes à une machine, des cas

polynomiaux, NP-difficiles au sens ordinaire et NP-difficiles au sens fort sont identi-

fiés. Le chapitre 8 porte sur l’étude des problèmes à machines parallèles. Le chapitre 9

conclut cette partie.

Une conclusion générale fait une synthèse des problèmes abordés, des résultats ob-

tenus et des nombreuses perspectives de recherche qui découlent de ces études.
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Première partie

Ordonnancement juste-à-temps à

date due commune
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Chapitre 1
Introduction à l’ordonnancement

juste-à-temps

Dans ce chapitre, nous présentons d’une façon succincte le Juste-à-Temps (JàT)

et ses objectifs ainsi que les différents niveaux de décisions qui apparaissent dans

un système de production. Nous nous intéresserons par la suite aux problèmes

d’ordonnancement JàT qui ont pour but de planifier l’exécution d’un travail dans

un atelier de production. Après avoir présenté les différentes classes de problèmes

rangés selon la fonction de coût ou selon la définition des dates de fin souhaitées des

travaux, nous préciserons les problèmes d’ordonnancement JàT étudiés dans cette

première partie de thèse. Quelques classes d’approximabilité et quelques définitions

d’algorithmes à garantie de performance seront par la suite formellement exposées.

1.1 Systèmes "Juste-à-temps"

Les marchés sont de plus en plus exigeants sans pour autant renoncer à la diversité

des produits ou autoriser la moindre augmentation des coûts. La pression économique

de plus en plus forte et le niveau d’exigence croissant des clients obligent les entreprises
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1.1. SYSTÈMES "JUSTE-À-TEMPS"

à réduire au maximum les stocks et les délais tout en essayant d’optimiser au mieux

les coûts de production. La réduction des délais est un enjeu essentiel du processus

de gestion d’une chaîne logistique. Il est donc nécessaire de se munir d’une véritable

fonction capable de gérer la production en tenant compte des contraintes internes (sur

l’exécution de l’opération actuelle et suivantes) et externes (comme les clients).

Dès les années 1920, lorsque la demande est devenue forte, l’industrie est passée de

la production artisanale, à la production de masse. Tant que la question de la vente des

produits ne se posait pas (par exemple les véhicules), le critère essentiel était la pro-

ductivité. Puis, avec les crises des années 1970 il a fallu se tourner vers de nouveaux

modes de production développés par les japonais (notamment par Taiichi Ohno dans

les usines d’assemblage de voitures Toyota [161, 32]) pour leur marché national. Ainsi,

on est passé de la production en flux poussés, à la production en flux tirés. Il s’agit donc

d’un système Juste-à-temps (Jàt) qui peut être défini comme suit : ”C’est un système de ges-

tion de la production en flux tendu visant la fabrication et le stockage des bonnes quantités au

bon moment, à chaque étape du processus". C’est la commande qui va déclencher la produc-

tion et non plus la production qui déclenche la recherche d’un acheteur. Ainsi, la façon

de gérer l’avancée des produits est renversée par rapport aux modèles pères tel que

le modèle du lot économique (Harris) où la planification est basée sur une production

annuelle régulière. Dans le modèle JàT, on parle de flux tendus pour une amélioration

continue de la qualité et de la productivité et en essayant d’éliminer le ”Muda” (gas-

pillage . Selon le président honoraire du C.A. Shoichiro Toyoda, Toyota "le Gaspillage

consiste en tout ce qui dépasse la quantité minimale requise en matériel, équipement, espace et

temps pour ajouter de la valeur au produit". Comme exemples de gaspillage, on peut citer :

– Surproduction et coûts de stockage

– Produits défectueux

– Méthodes inefficaces qui engendrent des attentes et des tâches inutiles

– Transports et manutentions inutiles

En effet, le gaspillage signifie non valeur ajoutée à détecter et éliminer pour accroître

la productivité. La plus part des activités issues de ”Lean management” sont orientées

dans cette direction [158]. Comme le souligne Sensei Yoshida dans Lean Training News-

letter [225] “être lean c’est arrêter de surproduire”. En effet, la surproduction est le pire du

gaspillages car elle engendre un surstock, une surqualité et un surdimensionnement

des équipements, par conséquent, une réduction des profits des entreprises. Le concept

8



1.1. SYSTÈMES "JUSTE-À-TEMPS"

lean est donc plus large qu’une méthode de production et s’appuie principalement sur

quatre niveaux d’analyse : une redéfinition de la valeur produite par une entreprise (en

particulier, prendre en considération le point de vue du client pour la définition de la

valeur ajoutée d’un travail), le développement d’un schéma productif caractéristique

(tirer la production en fonction de la demande et non pas la pousser en fonction des

capacités locales de production), le développement d’attitudes managériales originales

(tout acteur du système de production doit penser continuellement à une amélioration du

système productif) et la formulation d’une stratégie à long terme (viser l’excellence en

permanence dans un contexte de concurrence). La pensé lean dépasse alors le cadre de

l’organisation de la production puisqu’elle s’étend aux services administratifs, au dé-

veloppement de produit et au développement informatique (pour plus de détails, voir

[220]

Au coeur de la pensée lean se repose le concept JàT. Le modèle JàT cherche alors

à fournir au client la commande prévue, le jour prévu, au coût minimum. Cette ap-

proche permet d’assurer la satisfaction du client tout en garantissant la rentabilité des

ressources, donc de réduire les coûts et d’optimiser les services en travaillant au plus

près de la demande client en réduisant les temps d’attente et les stocks. Ainsi, on peut

résumer les objectifs du modèle JàT comme suit :

– Produire au rythme de la demande

– Lots de petite taille pour réduire le cycle de production ainsi renverser la façon

de gérer l’avancée des produits, en passant des flux poussés aux flux tendus

– Éliminer le gaspillage

– Amélioration continue

– Respect des délais

Une telle approche peut être déployée aux niveaux stratégique, tactique et opéra-

tionnel. En effet, les décisions à prendre au niveau stratégique définissent le long terme.

Quant à celles du niveau tactique, i.e. en moyen terme, elles représentent principale-

ment la planification de la production. Les décisions opérationnelles ont pour but de

respecter les décisions prises aux niveaux stratégique et tactique tout en assurant le

bon déroulement de l’atelier de production en termes de gestion de moyens de trans-

formation (les machines, par exemple) et de transport, les stocks afin de satisfaire à

temps les commandes de clients. Ainsi, le système JàT a des conséquences directes sur

le plan de production à mettre en place pour le très court terme au sein de l’atelier. Les
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1.2. MESURER L’AVANCE/RETARD D’UN TRAVAIL

modèles d’ordonnancement classiques basés sur des critères réguliers classiques (Cmax,

Tmax, Lmax, etc.) ne semblent donc pas toujours satisfaisants par rapport à une politique

de production en flux tendus . La qualité d’un ordonnancement peut être ainsi mesurée

en fonction de l’avance/retard du produit par rapport à sa date de livraison, autrement

dit de sa date de fin souhaitée : un coût de stockage est généré pour chaque produit

réalisé avant sa date de fin souhaitée ; s’il s’agit en plus d’un produit périssable, il se

peut qu’il perde complètement sa valeur. De même, un coût de pénalité est généré si le

produit est livré en retard, sans parler des risques de pertes de clients dûs à leur mécon-

tentement. Chercher un ordonnancement JàT, c’est calculer les dates de début et de fin

des traitements des opérations sur la(les) machine(s) tout en minimisant le coût total de

l’avance et retard des travaux.

Selon les fonctions de coûts d’avance/retard à minimiser et selon les définitions des

dates de fins souhaités à respecter, on se retrouve face à des problèmes d’ordonnance-

ment JàT différents que nous allons souligner dans les sections suivantes.

1.2 Mesurer l’avance/retard d’un travail

Mesurer l’avance ou le retard d’un travail (ou d’une quantité de produits à livrer)

peut se faire de plusieurs façons.

L’avance est généralement définie en fonction des dates de fin souhaitées. Pour un

travail Ji, on note Ei son avance avec Ei = max (0, di − Ci) avec Ci la date de fin d’exé-

cution réelle de Ji (voir Figure 1.1). C’est la définition retenue dans notre étude. Il est

à noter que dans certains cas, l’avance d’un travail est calculée en fonction de sa date

d’arrivée (date de début au plus tôt), notée ri ; ou bien, par rapport à sa date de début

d’exécution réelle notée si. Dans le premier cas, on parle de la promptitude où l’avance

est définie par Er
i = max (0, ri − si), illustré par la Figure 1.2 (cf. [193, 144, 97, 215]).

Le second cas a été traité principalement dans [90, 62]. Les auteurs considèrent le cas

d’atelier en ligne (flow shop) où tous les travaux doivent être exécutés sur toutes les

machines dans le même ordre. Dans leur étude, le coût d’avance d’un travail Ji est

fonction de la date de début de traitement de la première opération de Ji sur la pre-

mière machine (s(1,i)), donnée par Es
i = max (0, ds

i − s(1,i)) avec ds
i une date de début de

traitement souhaitée de la première opération de Ji (voir Figure 1.3).

Le retard d’un travail Ji, noté Ti, est toujours défini en fonction de la date de fin
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-
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Ji

-� Ei

di

gi(Ei)

FIG. 1.1 – Calcul de l’avance en fonction de date de fin souhaitée
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i
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gr
i (Er
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FIG. 1.2 – Calcul de l’avance en fonction de la promptitude
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-
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Ji

-�
Es
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Ji

-� Ei

di

M1
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...

FIG. 1.3 – Calcul de l’avance en fonction de date de début souhaitée

souhaitée Ti = max (0, Ci − di) (voir Figure 1.4).

-

-
Ji

-� Ti

di

hi(Ti)

FIG. 1.4 – Calcul du retard

1.3 Mesurer le coût total d’avances et retards des travaux

Selon les motivations et les natures des problèmes, les chercheurs ont défini plu-

sieurs métriques calculant le coût total engendré par l’avance/retard des travaux. En

général, la fonction objectif se présente sous la forme d’une combinaison linéaire de
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1.3. MESURER LE COÛT TOTAL D’AVANCES ET RETARDS DES TRAVAUX

l’avance et retard pondérés. Elle est définie par : fi(Ci) = Fi(Ei, Ti) = ∑ gi(Ei) + hi(Ti)

où gi et hi peuvent être des fonctions en escalier, linéaires, linéaires par morceaux ou

simplement convexes. Dans [200, 91], les auteurs considèrent le cas où chaque travail

Ji a sa propre fonction de coût, notée fi(Ci) supposée convexe et linéaire par morceau.

C’est une généralisation du cas classique où gi et hi sont deux fonctions linéaires. On

peut citer d’autres travaux qui définissent la fonction objectif comme étant la somme

des valeurs maximales de l’avance et du retard : Emax + Tmax et max1≤i≤n wi(Ei + Ti)

[156].

Dans cette thèse, on s’intéressera en particulier au cas où la fonction de coût d’avance/retard

à minimiser est linéaire et continue (voir Figure 1.5).

-

-

-

Ji

Ji

-�

-�
Ei

Ti

di

gi(Ei)

Ji en avance

Ji en retard

hi(Ti)

FIG. 1.5 – Fonction de coût d’avance/retard linéaire et continue

Dans, les paragraphes suivants, nous allons classer les différents problèmes d’or-

donnancement JàT selon les valeurs des poids associés à l’avance/retard d’un travail.

1.3.1 Fonction de coût linéaire continue

On s’intéresse à minimiser la somme pondérée de l’avance/retard. Supposons que

les fonctions de coûts g et h sont linéaires. Ainsi, le coût de l’avance et de retard total

est donné par la fonction de coût Fi(Ei, Ti) = ∑(αiEi + βiTi) (voir Figure 1.5).

Selon les valeurs des poids αi et βi, quatre problèmes peuvent être identifiés.

1. Cas unitaire : si αi = βi = w, ∀i ; la fonction objectif est donnée par : Fi(Ei, Ti) =

∑(Ei + Ti),
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1.4. DATES DE FIN SOUHAITÉE

2. Cas identique : si αi = α et βi = β, ∀i ; la fonction objectif est donnée par :

Fi(Ei, Ti) = ∑(αEi + βTi),

3. Cas symétrique : si αi = βi = wi, ∀i ; la fonction objectif est donnée par : Fi(Ei, Ti) =

∑(wi(Ei + Ti))

4. Cas quelconque : si αi et βi sont quelconques ; la fonction objectif est donnée par :

Fi(Ei, Ti) = ∑(αiEi + βiTi)

Contrairement aux fonctions objectif usuelles en ordonnancement, les critères consi-

dérés ne sont pas réguliers, c’est-à-dire qu’il arrive qu’on puisse améliorer une solution

en introduisant un temps mort entre deux travaux consécutifs (voir Figure 1.6 avec

deux travaux J1 et J2). Définir une séquence de travaux n’est donc pas suffisant pour

déterminer une solution optimale, car nous avons également besoin des dates de dé-

but d’exécution de chaque travail. Selon la littérature, ce problème est connu sous le

nom de ”optimal timing problem” [41, 200, 92, 90, 189]. Dans le cas d’une seule machine,

chercher les meilleures dates de début de traitement des travaux peut être résolu en

temps polynomial. Pour les problèmes N P-difficiles, les approches exactes classiques

peuvent être utilisées, citons par exemple la programmation linéaire [70], la procédure

par séparation et évaluation [59, 223, 134, 100, 157, 182, 64, 202]. Pour les méthodes ap-

prochées telles que les règles de séquencement, les algorithmes basés sur la recherche

par faisceau filtré (beam search) [173, 62], les recherches par voisinage [228, 91, 201]

sont aussi proposées. Pour la rechercher du placement optimal des travaux pour une

séquence donnée, nous recommandons au lecteur intéressé les références suivantes

[41, 200, 92, 24].

-
J1 J2

d1 d2

FIG. 1.6 – Juste-à-temps : critère non-régulièr

1.4 Dates de fin souhaitée

Comme les dates de fin souhaitées associées aux travaux sont de plusieurs types, les

problèmes d’ordonnancement peuvent être classés en différentes catégories. En géné-
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ral, les dates de fin souhaitées sont connues, mais lorsqu’il s’agit de la minimisation de

l’avance/retard, ces dates de fin peuvent être variables et à déterminer (cf. par exemple

[191, 169, 217]). Dans ce dernier cas, nous parlons de dates de fin inconnues. Selon la nota-

tion classique en trois champs, nous ajoutons dans le champ β les termes “di unknown".

Dans le cas contraire, ces dates de fin sont des données du problème. Ainsi, si chaque

travail a sa propre date de fin, nous parlons de dates de fin souhaitée arbitraires.

1.4.1 Date de fin commune donnée

Pour minimiser l’avance/retard, le plus classique est le modèle pour lequel tous

les travaux ont une date de fin souhaitée commune. Un tel modèle correspond, par

exemple, à un système d’assemblage où les composants d’un produit devraient être

prêts en même temps, ou bien lorsqu’il s’agit d’une commande de client qui doit être

livrée à une date prévue à l’avance. Plus généralement, ce modèle correspond à tout

système où plusieurs travaux devraient être achevés en même temps. On parle d’un

problème JàT avec date de fin souhaitée commune, et on note “di = d" – présenté par

[129], la première référence introduisant le problème JàT avec date de fin souhaitée

commune. Cependant, on distingue deux types de problèmes :

1. Date de fin commune non-restrictive (dite aussi large) : si les travaux peuvent être

débutés avant la date zéro, i.e. augmenter la valeur d ne permet pas de réduire la

valeur de la fonction objectif. Dans le champ β, on ajoute le terme unrestrictive.

2. Date de fin commune restrictive : dans ce cas on cherche à minimiser l’avance/retard

par rapport à une date donnée fixée, i.e. les travaux débutent au plus tôt à la date

zéro.

Pour le cas non-restrictive, une structure intéressante définissant une solution op-

timale a été élaborée dans [85, 61] : il existe une solution optimale où les travaux sont

ordonnancés sans temps mort intermédiaire avec l’existence d’un travail k dit juste-à-

temps, i.e. Ck = d. Généralement, la solution admet une structure ”en V” (V-shape).

Par exemple, le problème 1|di = d, unrestrictive|∑(Ei + Ti) admet une solution opti-

male où les travaux en avance sont ordonnancés selon la règle LPT (Longest Processing

Time First) et les travaux en retard respectent l’ordre SPT (Shortest Processing Time First)

[129]. Un algorithme en O(n2) permet de déterminer l’ensemble des travaux en avance

et ceux en retard. Cet algorithme peut être généralisé au cas de m machines parallèles
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identiques pour le problème JàT identique (i.e. ∑(αEi + βTi)) [101]. Dans le cas général,

le problème a été montré N P-difficile au sens ordinaire [87].

1.4.2 Famille de dates de fin commune donnée

Dans certaines situations, l’atelier de production doit honorer un certain nombre de

commandes k. Ainsi, plusieurs produits faisant partie de la même commande, doivent

être disponibles en même temps à une date connue fixée par le client ou par une société

de transport. Dans ce cas de figure, on se retrouve face à un problème de JàT avec un

ensemble de k dates de fin [55, 109, 111]. On note alors dans le champ β : ”di ∈ D, |D| =

k”. Si k est connu on ajoute alors le terme, ”k fixed”.

1.4.3 Dates de fin commune contrôlable

Dans certaines situations, la date de livraison est une date à négocier auprès du

client et donc elle n’est pas connue à l’avance, c’est donc une variable de décision. On

parle d’un problème d’ordonnancement avec affectation de dates de fin. Dans le cas où

tous les travaux doivent avoir la même date de fin, optimiser le cycle de production

des travaux par exemple, le problème est dit CON (”constant flow allowance”). Dans la

littérature de l’ordonnancement, nous pouvons recenser plusieurs manières dont les

dates de fin souhaitées ont été définies. On peut donc donner une classification des

problèmes d’ordonnancement avec dates de fins contrôlables comme suit.

1.4.3.1 Modèle SLK

Dans le modèle affectation des dates de fin de type SLK (”SLacK”), la date de fin

souhaitée d’un travail Ji est une fonction de sa date d’arrivée ri, sa durée opératoire pi

et d’un temps d’attente fixe et commun à tous les travaux noté q. Ainsi, nous avons di =

ri + pi + q. Quand tous les travaux ont la même date d’arrivée, nous avons donc di =

pi + q. Le but est alors de minimiser l’avance/retard des travaux tout en minimisant le

temps d’attente commun q.

1.4.3.2 Modèle TWK

Dans le modèle TWK (”Total WorK”), les dates de fin souhaitées sont des multiples

des durées opératoires, données par di = k × pi avec k un coefficient commun à tous
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les travaux. On remarque que pour deux travaux de même durée opératoire, leur date

de fin souhaitée est identique. Si les dates d’arrivées ne sont pas nulles, on aura alors

di = ri + k × pi. L’objectif est donc de minimiser l’avance/retard des travaux tout en

déterminant la bonne valeur du coefficient k.

1.4.3.3 Modèle PPW

Le modèle PPW (”Processing Plus Wait”) est un modèle combinant les deux règles

calculées précédentes : SLK et TWK. Les dates de fin souhaitées des travaux disponibles

sont déterminées par di = k × pi + q ; sinon par di = ri + k × pi + q lorsque les dates

d’arrivées ne sont pas identiques. L’affectation des dates de fin souhaitées optimales

consiste à déterminer les valeurs optimales de k et q.

1.4.3.4 Modèle NOP

Dans le modèle NOP (”Number of OPerations”), les dates de fin souhaitées sont cal-

culées par rapport au nombre d’opérations ni à exécuter pour la réalisation du travail

Ji : di = ri + k × ni. L’objectif, dans ce cas, est de trouver la valeur optimale de k qui

minimise la somme de l’avance/retard des travaux.

1.4.3.5 Autres modèles

D’autres modèles de calcul de dates de fin souhaitées contrôlables ont été considé-

rés dans la littérature de l’ordonnancement. On peut citer par exemple le modèle RDM

(”RanDom Allowance” ) où la date de fin souhaitée de chaque travail est générée aléatoi-

rement soit selon une loi de distribution de probabilité ou bien par les méthodes dites

de JIQ (”Jobs In Queue” ) et de JIS (”Jobs In System” ). Selon les deux dernières méthodes,

les dates de fin souhaitées sont calculées à partir de la longueur de la file d’attente et du

nombre des travaux dans le système. Nous recommandons au lecteur intéressé les réfé-

rences suivantes [183, 213, 214, 73, 194, 151, 185, 176, 210], où l’approche de résolution

utilisée est basée sur la simulation.

1.4.4 Dates de fin souhaitées généralisées

Dans certains systèmes de production, le transport des produits finis est négocié

auprès des sociétés de transport. Le chef d’atelier dispose donc de plages horaires, au-

trement dit d’un ensemble de dates de fin souhaitées. Le but est de pouvoir réaliser
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Problème Signification Date de fin souhaitée
CON Constant flow allowance di = d
SLK Slack di = pi + q
TWK Total work di = k× pi
PPW Processing plus wait di = k× pi + q
NOP Number of operations di = k× ni

q and k sont les coefficients
ni est le nombre des opérations de travail Ji

TAB. 1.1 – Classification des problèmes d’ordonnancement à affecter date de fin [126]

un ensemble de produits constituant une commande d’un client aux moments clés qui

coïncident avec les départs des transporteurs. On parle alors de problèmes d’ordon-

nancement avec dates de fin souhaitées généralisées ([84, 88]) : l’ensemble des dates de

fin souhaitées sont données et le problème consiste à affecter les travaux aux dates de

fin.

Une autre variante du cas de date de fin généralisée est abordée dans [102]. Les

auteurs parlent de dates de fin souhaitées positionnelles. Quand un travail Ji doit être

exécuté pour la jème date de fin souhaitée, on parle de dates de fin souhaitée position-

nelles. Par exemple, si on donne trois dates de fin souhaitées d1, d2 et d3 où d1 < d2 < d3,

pour trois travaux, l’objectif serait de réaliser au moins un travail pour la date d1, au

moins deux travaux pour la date d2 et tous les autres travaux pour d3. Cette méthode

d’affectation de date de fin permet de savoir le nombre de travaux achevés à des mo-

ments clés définis pas les dates de fin souhaitées.

La plupart des problèmes d’ordonnancement sont montrés N P-difficiles. Un point

de vue pour résoudre efficacement ces problèmes est d’envisager des méthodes ap-

prochées. L’idée sous-jacente est qu’une bonne solution, éventuellement non-optimale

mais obtenue en temps raisonnable vaut parfois mieux qu’une solution optimale né-

cessitant un temps de calcul très important. L’idée de gagner en temps de calcul (ou de

rendre le calcul possible) au prix de la qualité de la solution peut alors séduire, voire

s’imposer. Les méthodes approchées ne sont envisagées que pour des problèmes d’op-

timisation pour lesquels on considère qu’une solution satisfaisant les contraintes peut

être exploitée sachant qu’elle le sera d’autant mieux si nous pouvons juger sa qualité in-

dépendamment des instances du problèmes considérés, c-à-d. garantir la performance

de la méthode proposée. Là encore, cette issue n’est envisageable que si le problème s’y
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prête.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons quelques définitions et propriétés

connues permettant de classer les problèmes d’ordonnancement du point de vue de

leur complexité et des méthodes de résolution.

1.5 Complexité et approximation polynomiale

1.5.1 Approximation et garanties de performances

Pour présenter le principe de l’approximation polynomiale, nous nous baserons

sur les travaux de Demange et Paschos [53] où les auteurs font un tour d’horizon de

quelques méthodes. Les méthodes approchées diffèrent les une des autres par les com-

promis qualité/complexité qu’elles offrent. Nous en distinguons deux classes : les heu-

ristiques et les algorithmes polynomiaux à garanties de performances .

Les premières, très utilisées en pratique, n’offrent aucune garantie a priori. Il s’agit

de stratégies, de types très variés, dont le principe repose sur des arguments intuitifs,

voire sur des paradigmes de phénomènes naturels mais qui ne sont justifiées que par

les résultats qu’elles offrent. Aussi, le recours à des plans d’expérience est souvent re-

tenu pour tester ces heuristiques. Dans certains cas, ces méthodes donnent lieu à des

analyses complétant les observations ; elles sont systématiques (et même imposées dans

les définitions) dans le cadre de l’approximation polynomiale. En effet ce domaine se

définit par des règles strictes que doivent satisfaire les algorithmes étudiés. Le principe

est de se limiter à l’emploi de méthodes polynomiales en exigeant de plus des garanties

absolues sur la qualité des solutions obtenues. Le choix quant aux garanties de com-

plexité et de qualité des solutions obtenues distingue l’approximation polynomiale des

autres méthodes approchées. Il est particulièrement intéressant d’étudier le compor-

tement des problèmes difficiles par rapport au compromis complexité/qualité de l’al-

gorithme. L’approximation polynomiale restreint son champ d’étude à certains problèmes

pouvant s’exprimer en terme d’optimisation. Pour chaque problème d’optimisation, on

peut lui faire correspondre un problème de décision exprimés sous forme d’une ques-

tion à réponse ”oui” ou ”non” ; la résolution du problème consiste alors à apporter une

réponse à la question. À chaque instance, on associe une question portant sur l’exis-

tence ou non d’une solution meilleure qu’un seuil fixé. C’est par ce biais qu’on peut

faire le lien entre les problèmes d’optimisation et les problèmes de décision de la classe
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N P . Ainsi, l’ensemble des problèmes d’optimisation N P est noté N PO. Un problème

de décision ne peut pas être plus dur que le problème d’optimisation N PO correspon-

dant. Lorsque sa version décision est N P-complet , le problème N PO, au moins aussi

difficile qu’un problèmeN P-complet, est ditN P-difficile . Le principal intérêt d’expri-

mer un problème en termes d’optimisation est d’avoir à sa disposition, non seulement

une notion de solution acceptable (ou réalisable) du problème, c’est-à-dire qu’elle ex-

prime par le biais de contraintes ce qu’on désire imposer à n’importe quelle solution

envisageable, mais aussi une solution de qualité d’une solution réalisable par référence

à la valeur de l’objectif. Selon Paschos [170], ”l’approximation polynomiale, c’est l’art d’ob-

tenir des solutions réalisables, de valeur proche (dans un sens prédéfini) de la valeur optimale et

tout cela en temps polynomial” [170].

En nous plaçant dans le cadre des problèmes difficiles à résoudre, face aux grandes

instances l’éventualité de détériorer la valeur optimale pour accélérer le temps de calcul

semble être un choix absolument justifié. Cependant, il serait intéressant de pouvoir

associer à chaque heuristique une tolérance quant à l’erreur qu’elles peuvent impliquer.

C’est ainsi que fut introduite la notion d’erreur relative, c’est-à-dire l’écart maximal par

rapport à la valeur optimale de la fonction objectif qu’un algorithme peut produire, et

cela quelle que soit l’instance du problème étudié. Plusieurs notions d’approximations

ont été présentées dans la littérature (voir [71, 172, 130, 13, 212, 171]), mais nous nous

en tiendrons à celle qui est la plus répandue. C’est ainsi que nous obtenons la définition

dans le cadre général de l’optimisation :

Définition 1.5.1 Soit Π un problème de N PO et un algorithme A pour résoudre ce problème.

Étant donnée une instance I du problème et une solution réalisable f (A(I)) de I, on définit :

1. ”l’erreur relative de A respectant I”, le rapport

Err(I, A) =
| f ∗(I)− f (A(I))|

max{ f ∗(I), f (A(I))}

2. ”le rapport de performance de A respectant I”, le rapport

R(I, A) = min{
f (A(I))

f ∗(I)
,

f ∗(I)
f (A(I))

}

avec f ∗(I) la valeur de la solution optimale d’une instance du problème Π.

En nous plaçant dans le cadre des problèmes de minimisation pour les problèmes
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d’ordonnancement avec f ∗(I) la valeur optimale du problème, f (A(I)) la valeur re-

tournée par l’algorithme A et ε l’erreur relative, on obtient les équations

f (A(I))− f ∗(I) = ε f ∗(I)

soit
f (A(I))

f ∗(I)
= 1 + ε

À partir de ces équations nous pouvons désormais définir la garantie de performance

d’une heuristique, c’est-à-dire la valeur de l’écart relatif que l’algorithme A garantit

quelle que soit l’instance étudiée.

Définition 1.5.2 Soit Π un problème de minimisation de N PO. Quelle que soit l’instance I

du problème, un algorithme polynomial à garantie de performance A qui retourne une solution

réalisable de I, vérifie l’inéquation :

f (A(I))− f ∗(I) ≤ ε f ∗(I)

soit
f (A(I))

f ∗(I)
≤ 1 + ε

avec ε fixé, f (A(I)) le coût de la solution retournée par A et f ∗(I) le coût de la solution opti-

male.

1.5.2 Schémas d’approximation polynomiaux

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons particulièrement à l’élaboration

de schémas d’approximation pour les problèmes d’ordonnancement étudiés. Précisons

tout d’abord ce qu’est un schéma d’approximation. Cette présentation sera basée en

grande partie sur les travaux de Woeginger [218], Demange et Paschos [53]. Nous choi-

sissons de présenter la classe des schémas d’approximation de façon formelle. Nous

nous plaçons dans la classe des problèmes d’optimisationN P, soit la classeN PO. Afin

de présenter cette classe de façon concise, nous allons donner quelques définitions ren-

contrées dans la littérature [53, 71].

• N PO
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Définition 1.5.3 Soit Π un problème N PO et A un algorithme qui, pour toute instance I de

Π, retourne une solution réalisable A(I). Étant donné un rationnel arbitraire ε, on dit que A

est un algorithme d’ε-approximation pour Π si, pour chaque instance I, la solution réalisable

A(I) vérifie l’inégalité
f (A(I))

f ∗(I)
≤ 1 + ε.

• APX

Définition 1.5.4 Un problème Π de N PO appartient à la classe APX si un algorithme d’ε-

approximation à temps polynomial A pour Π existe.

Pour synthétiser les définitions précédentes, nous ajoutons qu’un algorithme d’ε-

approximation peut être assimilé à une heuristique avec une garantie de performance

de 1 + ε.

Un problème appartient à la classe APX si on sait qu’il existe un ε compris entre 0

et 1 satisfaisant cette condition.

Définition 1.5.5 Soit Π un problème N PO, un algorithme A est un schéma d’approximation

pour Π si, pour chaque instance I de Π et pour une famille de rationnel ε, A(x, ε) renvoie une

solution réalisable dont l’erreur relative est au plus ε.

Un schéma d’approximation pour un problème est donc un algorithme prenant

comme paramètre ε. Il est ainsi possible de préciser la garantie de performance de l’al-

gorithme en question.

• PTAS

Définition 1.5.6 Un problème Π de NPO appartient à la classe PTAS s’il admet un schéma

d’approximation à temps polynomial, c’est-à-dire un schéma d’approximation dont la complexité

est bornée par qε(|I|), où qε est un polynôme.

Un PTAS (Polynomial Time Approximation Scheme) est un schéma d’approximation,

donc un algorithme, dont la complexité est polynomiale par rapport à la taille de l’ins-

tance, même si le polynôme majorant la complexité est en fonction de ε.

• FPTAS
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Définition 1.5.7 Un problème Π deNPO appartient à la classe FPTAS s’il admet un schéma

d’approximation à temps complètement polynomial, c’est-à-dire un algorithme dont la com-

plexité est bornée par q(|I|, 1/ε), où q est un polynôme.

Un FPTAS (Fully Polynomial Time Approximation Scheme) est un schéma d’appro-

ximation à temps complètement polynomial c’est-à-dire un algorithme dont la com-

plexité est polynomiale en fonction de la taille de l’instance et de l’inverse du paramètre

ε. En général, il est possible de déduire un FPTAS à partir d’un algorithme pseudo-

polynomial, tel qu’un algorithme de programmation dynamique, quelle que soit l’er-

reur relative ε choisie.

-

-

-

-

?
�

NP-difficile

NPO

APX

PTAS

FPTAS

Polynomial
optimization

(PO)

FIG. 1.7 – Classes d’approximabilité (sous l’hypothèse P 6= NP) [171]

En effet, il est à noter que les problèmes N P-difficiles au sens fort n’admettent pas

de schéma d’approximation FPTAS et que certains problèmes N P-difficiles au sens or-

dinaire n’en admettent pas non plus. Les différentes classes de problèmes présentées

s’encapsulent tel que montré sur la figure 1.7. En 1978, Garey et Johnson [71] avaient

identifié certaines conditions sur les problèmes d’optimisation qui garantissent que le

problème ne possède pas de schéma d’approximation, sous l’hypothèse P 6= N P. On

peut également faire référence à de nombreux autres travaux [172, 15, 14]. Le principe

des schémas d’approximation est apparu au milieu des années 70 avec les travaux de

Horowitz, Ibarra, Kim, et Sahni [104, 124, 190] et ils sont, pour la plupart, basés sur

des formulations de programmation dynamique qui sont, rappelons le, des méthodes
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exactes de résolution. On dénote deux grandes familles d’approches pour transformer

une formulation de programmation dynamique en schéma d’approximation. La pre-

mière consiste à arrondir les données d’entrée d’une instance. Le but est de simplifier

les données de l’instance (les entrées), ainsi de rendre le problème obtenu facile à ré-

soudre. Nous appelons cette méthode la technique des "entrées arrondies" (rounding-

the-input-data) [190]. La deuxième méthode consiste à simplifier l’espace de recherche

de la programmation dynamique en réduisant l’espace de recherche sur lequel la mé-

thode pseudo-polynomiale doit être appelée (trimming-the-state-space) [124].

1.6 Problèmes d’ordonnancement Juste-à-temps abordés

Pour conclure de chapitre introductif, nous avons souligné que l’approche de type

Juste-à-Temps peut être déployée aux différents niveaux décisionnels d’un système de

production. Dans cette première partie de thèse, nous nous sommes intéressés au ni-

veau opérationnel où nous essayons d’apporter quelques améliorations à l’ordonnance-

ment à court terme dans un atelier de production. Nous nous sommes particulièrement

intéressés aux problèmes d’ordonnancement présentés dans le tableau 1.2, où notre but

est de proposer des méthodes exactes ou approchées avec garantie de performances

pour déterminer une meilleure politique d’ordonnancement des travaux à réaliser.

Critère

di = d di ∈ D,
d donnée

d inconnue
|D| = k,

non-restrictive restrictive k fixé

Chapitre 2 ∑ wiTi - 1 ;Pm ;Qm - Pm ;Qm

Chapitre 3 ∑(αiEi + βiTi) - 1 ;Pm ;Qm - Pm ;Qm

Chapitre 4 ∑(αiEi + βiTi + γd) - 1 ;Pm ;Qm - 1,Pm

1 - Une seule machine
Pm - m machines parallèles identiques avec m fixé
Qm - m machines parallèles uniformes avec m fixé

TAB. 1.2 – Tableau de problèmes abordés
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Chapitre 2
Retard pondéré avec une date de fin

donnée

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’ordonnancement des travaux avec

des dates de fin souhaitées communes sur machines parallèles. L’objectif est de

réduire au maximum la somme des retards pondérés. Ce problème est connu pour

être NP-difficile, Lawler et Moore [150] proposent une méthode basée sur la

programmation dynamique (ProgDyn) pour résoudre le cas d’une seule machine

avec une date de fin souhaitée commune. D’après les auteurs, cet algorithme de

ProgDyn peut être généralisé au cas de plusieurs machines. Nous montrons que

cette généralisation n’est pas si immédiate. Un nouvel algorithme de ProgDyn est

proposé dans ce chapitre pour résoudre le cas de m machines parallèles identiques et

uniformes. Nous montrons comment cet algorithme peut être généralisé au cas de

familles de dates de fin souhaitées. Une discussion sur les schémas d’approximation

est abordée à la fin de ce chapitre.

2.1 Introduction

Les problèmes d’ordonnancement avec comme objectif la minimisation des retards

pondérés ont attiré l’attention des chercheurs depuis plus d’une quarantaine d’années.

25



2.1. INTRODUCTION

D’un point de vue pratique, cet objectif vise à réduire les risques de coûts supplémen-

taires causés par les retards de livraison, le non respect du carnet de commandes et

des contrats, ou tout simplement le mécontentement ou la perte de clients. Un autre

exemple pratique du problème considéré ici est présenté dans [56] où une famille de

produits doit se présenter devant l’atelier de séchage à des instants déterminés après la

procédure de peinture et de vernissage. Ici le client n’est autre que le chef de l’atelier de

séchage. Comme certains produits sont plus prioritaires que d’autres, on cherche donc

à minimiser les coûts pondérés des produits arrivant en retard à l’entrée de l’atelier de

séchage.

La minimisation de la somme pondérée des retards est un cas particulier des pro-

blèmes d’ordonnancement dits Juste-à-Temps (JàT) [20, 77, 126]. Si le coût de stockage

et/ou de la détérioration des produits sont négligés, alors la production en avance par

rapport à une date de fin souhaitée n’est pas pénalisée.

Dans certains cas, négliger les pénalités d’avance peut être justifié, comme le sou-

ligne Rossier [186] dans le cas d’ateliers de sidérurgie. Les trois raisons qui ont poussé

l’auteur à considérer le coût d’avance nul pour la production de barres métalliques

sont : ”premièrement, au niveau opérationnel, l’ensemble des commandes envisagé

pour une planification est limité par un horizon restreint et, lorsque les délais sont

tenus, il est préférable de minimiser les temps de réglage plutôt que les durées de

stockage. Deuxièmement, il est coûteux en pratique de stopper la production sur un

groupe de coulage (opérations de mise hors service) afin que des barres soient produites

juste à temps. Troisièmement, étant donné les taux de renouvellement et les volumes

des stocks d’en-cours du niveau opérationnel, il est raisonnable de supposer que les

coûts occasionnés par l’intérêt des capitaux immobilisés sont négligeables par rapport

aux autres impératifs de la production”. Néanmoins, s’il s’agissait des produits péris-

sables, les coûts d’avance ne peuvent pas être ignorés. L’ordonnancement avec coût

d’avance et retard sera abordé dans les chapitres suivants.

Le problème considéré dans ce chapitre est défini comme suit : n travaux sont à exé-

cuter sans pré-emption sur m machines parallèles identiques (m ≥ 1). Aucune pénalité

n’intervient si un travail Ji est achevé avant la date de fin souhaitée (Ci ≤ di). Sinon,

une pénalité notée wi (i = 1, .., n) intervient pour chaque unité de retard. Comme dé-

fini dans [133], un travail peut être dans un des trois états suivants : travail en avance si

Ci < d, travail totalement en retard si Si > d, ou ”straddling job” si Si < d ≤ Ci où Si est
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la date de début d’exécution de Ji. Ainsi, le coût de retard total d’un travail Ji est donné

par wi × (Ci − di) = wi × Ti. L’objectif est donc la minimisation de la somme pondérée

des retards, notée ∑
n
i=1 wiTi. Selon la notation en trois champs, le problème étudié est

noté Pm|di ∈ D, |D| = l|∑ wiTi. Ce problème est NP-difficile car le cas d’une seule

machine 1|di = d|∑ wiTi est NP-difficile [226].

Dans la section suivante, nous présentons quelques résultats connus de la littéra-

ture.

2.2 État de l’art

Selon [133], résoudre le 1|di|∑ wiTi et ses extensions n’a pas que des intérêts pra-

tiques ([1] et [192]). Ce problème joue traditionnellement le rôle d’un “terrain d’essai”

pour tester les techniques de la recherche opérationnelle destinées à la résolution des

problèmes d’ordonnancement telles que celles citées dans [43, 178]. Par exemple, plu-

sieurs programmes dynamiques et algorithmes d’approximation ont été proposés pour

certaines extensions du problème 1|di|∑ wiTi.

En abordant le cas simple avec une seule date de fin souhaitée, Lawler et Moore

[150] développent un algorithme pseudo-polynomial en O(n2d) basé sur la program-

mation dynamique. Une vingtaine d’années plus tard, Yuan [226] montre que le 1|di =

d|∑ wiTi est NP-difficile.

Le cas général 1|di|∑ wiTi est montré NP-difficile au sens fort [146, 154].

Le problème général 1||∑ wiTi et ses variantes a beaucoup attiré l’attention des cher-

cheurs, des algorithmes énumératifs qui utilisent la programmation dynamique et une

procédure par séparation et évaluation ont été proposés par Kan et al. en 1975 [179],

Fisher en 1976 [68], Lawler en 1979 [147], Potts et Wassenhove en 1985 [178]. Ces algo-

rithmes et d’autres méthodes approchées sont discutés et évalués par Abdul-Razaq et

al. en 1990 [1].

Selon [1], les méthodes exactes permettent de résoudre efficacement des problèmes

de petite taille (le nombre de travaux ne dépasse pas 50). Les algorithmes exacts de

type énumératif exigent des ressources informatiques considérables tant en terme de

temps de calcul qu’en espace de stockage. Par conséquent, plusieurs heuristiques ont

été proposées, basées sur des règles d’échange (2-opt, par exemple), des méthodes de

voisinages (descente locale [43], recuit simulé [159], recherche tabou [44]) ou encore des
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méthodes dites de construction progressive d’une solution (à chaque itération un tra-

vail est fixé à une position). Plusieurs heuristiques constructives ont été développées

par Fisher [68], Morton et al [163], Cheng et al [39] ou encore Potts et Van Wassenhove

[180]). Elles sont très rapides, mais la qualité de la solution n’est pas totalement satisfai-

sante par rapport aux résultats obtenus principalement par des méthodes de voisinages

ou basées sur les règles d’échange. Cette dernière classe d’heuristiques peut être décrite

comme suit : à partir d’une solution initiale, on essaye à chaque itération d’améliorer

la solution actuelle par des changements locaux. La procédure d’échange est appliquée

jusqu’à ce qu’aucune amélioration ne soit possible. Ce principe est utilisé dans la re-

cherche tabou (Crauwels et al. [44], Bozejko et al. [28], Bilge et al. [25]), recuit simulé

(Matsuo et al. [159], Potts et Van Wassenhove [180]), où dans les opérateurs de croise-

ment et de mutation des algorithmes évolutionnaires [44], l’optimisation à colonie de

fourmis artificielles (DenBasten et al. [23]. Soulignons tout de même l’efficacité de la

descente locale proposée par Congram et al. en 2002 [43], reprise par la suite en 2004

par Grosso et al. [81] et récemment dans les travaux de Ange et Bampis en 2005 [11].

Dans [11], le temps de traitement de chaque travail dépend de sa date de début d’exécu-

tion. L’efficacité de la méthode proposée dans [11] repose sur sa capacité d’explorer un

voisinage de taille exponentielle dans un temps polynomial en se basant sur le principe

de la programmation dynamique.

Si les poids wi sont identiques, le 1|di|∑ Ti est NP-difficile au sens ordinaire [60] et

peut être résolu en O(n4P) où P correspond à la somme des durées opératoires [146].

Dans le cas de poids agréables, i.e. 1|pj < pi ⇒ wj ≥ wi, di|∑ wiTi, le problème est

résolu en temps pseudo-polynomial [146]. Dans le cas de durées opératoires identiques,

il a été montré que chercher une solution optimale revient à résoudre un problème

d’affectation, ce qui peut être réalisé en O(n3) [154].

Il arrive dans de nombreuses situations pratiques que la date de fin souhaitée d’un

travail et son poids soient proportionnels à sa durée opératoire ([146], [12] et [39]). Pour

le modèle ’equal-slack due date’ (c-à-d. di = pi + q, voir 1.1) avec des poids unitaires,

le problème est résolu en temps polynomial [146]. Dans le cas de poids quelconques,

le problème est montré NP-difficile au sens ordinaire [39]. Lorsque les coûts de pé-

nalités sont fonction linéaire des durées opératoires (wi = k × pi), Arkin et Roundy

[12] montrent que ce problème 1|wi = kpi|∑ wiTi est NP-difficile au sens ordinaire et

un algorithme pseudo-polynomial est proposé. Plus généralement, il s’agit du modèle
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’processing-plus-wait due date’ (c-à-d. di = αpi + q et wi = kpi, c.f 1.1) [39]. La com-

plexité du problème varie selon la valeur de α (α ∈ R). En effet, si α ≤ 0, il existe une

solution optimale où la règle LPT est respectée [39] ; si α ≥ 1, une solution optimale

est définie par l’ordre SPT [39] ; sinon (0 < α < 1) le problème devient NP-difficile

[39]. Pour ce dernier cas, Arkin et Roundy proposent un algorithme pseudo-polynomial

pour déterminer une solution optimale [12].

Le cas de famille de dates de fin souhaitées donnée est étudié par Kolliopoulos et

Steiner [135]. Les auteurs s’intéressent donc au problème 1|di ∈ D, |D| = l|∑ wiTi et

proposent de le résoudre par la programmation dynamique.

Problème Méthode & Complexité Référence

1|pi = p|∑ wiTi Polynomial [154]
Pm|pi = p, ri |∑ Ti Polynomial [21]

P|pi = p, ri |∑ Ti Polynomial - programmation linéraire
P|pi = 1, ri |∑ wiTi Polynomial - problème de transportation O(mn3)
Q|pi = p|∑ wiTi Polynomial - problème d’affectation O(n3) [154]

1|wi = kpi |∑ wiTi NP-difficile au sens ordinaire [12]
Programme dynamique O(n2P) [12]

1|wi = kpi , α ∈ (0, 1), di = αpi + q|∑ wiTi NP-difficile au sens ordinaire [39]
Programme dynamique O(n2P) [12]

1|wi = kpi , α ≤ 0, di = αpi + q|∑ wiTi Polynomial (règle LPT) [39]
1|wi = kpi , α ≥ 1, di = αpi + q|∑ wiTi Polynomial (règle SPT) [39]

1|di = d|∑ wiTi NP-difficile au sens ordinaire [226]
Programme dynamique O(n2)d [150]

1|di = pi + q|∑ Ti Polynomial [146]
1|di = pi + q|∑ wiTi NP-difficile au sens ordinaire [39]

Programme dynamique O(n2P) [39]

1||∑ Ti NP-difficile au sens ordinaire [60]
Programme dynamique O(n7P..) [146]

1|pj ≥ pk ⇒ wj ≤ wk |∑ wiTi Programme dynamique O(n3P) [146]
1|di ∈ D, |D| = l|∑ wiTi FPTAS [135]

1||∑ wiTi NP-difficile au sens fort [146], [154]
(n− 1)-approximation algorithme en O(n2) [39]
PSE (n = 50) [179], [68], [180], [1]

TAB. 2.1 – État de l’art sur la minimisation des retards
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2.2.1 Approximabilité du retard pondéré

Étant donné que le problème en général est NP-diffile, certains auteurs se sont

intéressés à l’étude et à l’élaboration de schémas d’approximation polynomiaux. On

peut citer par exemple les travaux présentés dans [148, 138, 133, 136, 137]. Le problème

1|di|∑ Ti accepte un schéma d’approximation complètement polynomial (FPTAS - fully

polynomial time approximation scheme) [148, 138, 137].

Pour le cas général 1|di|∑ wiTi, Cheng et al. [39] montrent qu’il existe un algorithme

de (n− 1)-approximation. Avec un nombre fixe de dates de fin souhaitées donné (fa-

mille de dates de fin), Kolliopoulos et Steiner [135] expliquent que si le poids des tra-

vaux est borné par une fonction polynomiale en n, le problème accepte cependant un

FPTAS.

Kolliopoulos et Steiner [136] déterminent un FPTAS en O(n3/ε) pour le problème

1|di = d|∑ wi(Ti + d), où ∑ wid est une constante supplémentaire. On peut montrer

que la séquence optimale pour 1|di = d|∑ wi(Ti + d) est également optimale pour

le cas 1|di = d|∑ wiTi, mais un algorithme d’approximation pour le premier ne peut

pas garantir la même approximation pour le deuxième. Néanmoins, pour le problème

1|di = d|∑ wiTi, Kellerer et Strusewich [133] déterminent un FPTAS en O(n6 log W/ε3)

où W = ∑
n
i=1 wi. Cependant, ce schéma est considéré comme un FPTAS du fait que la

complexité est en fonction de log W.

L’étudie des schémas d’approximation pour le cas unitaire avec dates de fin quel-

conques (1|di|∑ Ti) est présenté dans [148]. Lawler propose un FPTAS de complexité

O(n7/ε), pour tout ε > 0. Par la suite, un autre schéma d’approximation améliorant la

complexité de ce dernier est proposé par Kovalyov [138] et ensuite par Koulamas [137].

Ainsi, la meilleure complexité d’un FPTAS connu est en O(n5 log n + n5/ε) [137].

Pour le problème ’equal-slack due date’, Cheng et al. [39] définissent un FPTAS pour

un temps de calcul borné par O(n4/ε).

Contrairement au cas 1|di|∑ wiTi où il existe une littérature abondante traitant ses

différentes variantes, très peu de résultats sont dédiés au problème à m machines paral-

lèles. En effet, pour déterminer un schéma d’approximation pour le problème Pm|di =

d|∑ Ti, Kovalyov et Werner [141] montrent qu’il n’existe aucun algorithme d’approxi-

mation polynomial sauf si P = NP . Cependant, ils proposent deux algorithmes d’ap-

proximation avec garantie de performance et montrent que la valeur de la solution

obtenue donnée par un des deux algorithmes d’approximation, notée par X♯, satisfait
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l’inégalité suivante (X♯ − X∗) ≤ ε(X∗ + d) (X∗ correspond à la valeur optimale). Au-

trement dit, les auteurs définissent un FPTAS pour le problème Pm|di = d|∑ Ti + d.

Problème Méthode & Complexité Référence

1|di = d|∑ wiTi 2-approximation algorithme en O(n2) [65]
FPTAS O(n6/ε3) [133]

Pm|di = d|∑ wiTi NP \APX [141]

Heuristique avec
X♯ − X∗

X∗ + d
≤ ε [141]

1|di = pi + q|∑ wiTi FPTAS O(n4/ε) [39]

1||∑ Ti FPTAS O(n7/ε) [146]
FPTAS O(n6logn + n6/ε) [138]
FPTAS O(n6logn + n6/ε) [137]

1|di ∈ D, |D| = l|∑ wiTi FPTAS [135]

1||∑ wiTi (n− 1)-approximation algorithme en O(n2) [39]

TAB. 2.2 – État de l’art sur la minimisation des retards

2.2.2 Remarques sur programme dynamique de Lawler et Moore

En 1969, Lawler et Moore [150] proposent un programme dynamique général où la

fonction récursive peut être adaptée pour résoudre une grande variété de problèmes

d’ordonnancement à une seule machine, machines parallèles (identiques, uniformes,

non-reliées) et flowshop à deux machines. Les auteurs considèrent plusieurs fonctions

objectifs, par exemple ∑ wiTi, ∑ Ui. Ils proposent une formulation générique d’un pro-

gramme dynamique pour la résolution les problèmes d’ordonnancement considérés.

La fonction de récurrence est ainsi définie par Lawler et Moore (voir [150] section 1)

comme suit :

Soit f (i, t) correspondant au coût de retard pondéré total des i premiers travaux ordonnan-

cés dans l’intervalle [0, t] et [∑j=i+1..n pj + t, ∑j=1..n pj] (t est la date d’achèvement du travail

Ji). Ainsi nous avons :

f (0, t) = 0, (∀t ≥ 0)

f (i, t) = +∞, (∀i ∈ {0, 1, . . . , n}; ∀t < 0)

f (i, t) = min



















f (i, t− 1),

αi(t) + f (i− 1, t− ai),

βi(t) + f (i− 1, t− bi)



















, (∀i ∈ {1, . . . , n}; ∀t ≥ 0)
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Où ai et bi sont des durées opératoires de travail Ji. Selon la date d’achèvement du travail Ji,

les auteurs considèrent deux coûts différents : αi(t) et βi(t). Par exemple, si l’objectif est la mi-

nimisation de la somme des retards, alors le coût d’avance αi(t) = 0 ; cependant le coût de retard

est donné par βi(t). Le problème est résolu en O( f (n, T)), où T est une valeur suffisamment

grande. Le temps de calcul global est en O(nT).

Les auteurs proposent une application de la présente fonction récursive à plusieurs

problèmes d’ordonnancement. Dans la section 10 du même article [150], les auteurs

proposent de résoudre le problème d’ordonnancement 1|di = d|∑ wiTi. Nous allons

d’abord proposer une correction de la fonction de récurrence pour le cas d’une seule

machine et montrons par la suite pourquoi ce programme dynamique tel qu’il est défini

ne peut pas être généralisé au cas de m machines comme le suggèrent les auteurs.

Soient (A), (B) et (C) respectivement l’ensemble des travaux en avance, des travaux

en retard et le ”straddling job”. Sans perte de généralité, les travaux sont numérotés selon

l’ordre WLPT (Weighted Longest Processing Times, c-à-d. wi/pi ≤ wi+1/pi+1).

À l’itération k (Jk est considéré comme le ”straddling job”), les auteurs notent par

f (k)(n, t), la meilleure solution du sous-ensemble des travaux J \ {Jk} = {J1, J2, . . . ,

Jk−1, Jk+1, . . . , Jn} avec αi(t) = 0, βi(t) = wit, ai = pi et bi = 0. Ainsi, la fonction

récursive prend la forme suivante :

f (k)(0, t) = 0, (∀t ≥ 0)

f (k)(i, t) = +∞, (∀i ∈ {0, 1, . . . , n} \ {k}; ∀t < 0)

f (k)(i, t) = min



















f (k)(i, t− 1),

f (k)(i− 1, t− pi),

f (k)(i− 1, t) + wit



















, (∀i ∈ {1, . . . , n} \ {k}; ∀t ≥ 0)

Le deuxième terme de la fonction récursive correspond au travail où Ji est dans (A)

et se termine à l’instant t. Le dernier terme considère le cas où Ji est dans (B).

Supposons que Ji est dans (B). Comme les travaux sont rangés dans l’ordre WLPT,

Ji doit être le premier travail en retard (voir Fig.2.1) (les travaux en retard sont ordon-

nancés selon WSPT). Avec Pi = ∑
i
j=1 pi nous avons Ci = Pn − Pi−1 + t et le coût généré

par Ji est égal à wi(Ci − d).

Ainsi, une meilleure expression de la relation de récurrence est :
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dt
Ci

An

A BJi

0 6

FIG. 2.1 – Cas d’une seule machine - position du nouveau travail en retard

f (k)(0, t) = 0, (∀t ≥ 0)

f (k)(i, t) = +∞, (∀i ∈ {0, 1, . . . , n} \ {k}; ∀t < 0)

f (k)(i, t) = min







f (k)(i− 1, t− pi),

f (k)(i− 1, t) + wi(Pn − Pi−1 + t− d)







, (∀i ∈ {1, . . . , n} \ {k}; ∀t ≥ 0)

Par conséquent, le coût de retard dû au ”straddling job” est ajouté à f (k)(n, t) et les va-

leurs de k et t pour lesquelles f (k)(n, t) + wk(t + pk − d) est minimum indiquent l’iden-

tité du travail de la classe (C) et sa date de fin d’exécution, tandis que f (k)(n, T) permet

de déterminer les travaux des classes (A) et (B). En posant T = ∑i pi, notons que, dans

le cas d’une seule machine, la date de fin d’exécution du dernier travail est toujours

égale à Pn, ce qui correspond à la date d’achèvement des travaux (makespan) quelle

que soit la séquence donnée. Ainsi, déterminer la date de fin d’exécution du ”straddling

job” ne pose aucun problème.

Les auteurs proposent ensuite de généraliser ce résultat au cas de m machines pa-

rallèles (voir la Section 11, [150]). Toutefois, la méthode proposée souffre de deux in-

convénients majeurs : (1) contrairement au cas d’une seule machine, les auteurs ne

donnent aucune information concernant la gestion des ”straddling jobs” et (2) la date

de fin d’exécution du dernier travail dépend de la machine et peut être supérieure à la

valeur du makespan optimal donné par la résolution du Pm||Cmax. Reprenons ces deux

remarques avec plus de détails :

1. Sur chaque machine, nous devons considérer un ”straddling job”.
n!

(n.m)!
diffé-

rentes possibilités doivent être envisagées, ce qui augmente significativement la

complexité globale de l’algorithme annoncé de O(nmTm).

2. Par conséquent, les temps morts générés sur chaque machine entre les deux blocs

de travaux (A) et (B) doivent être pris en considération. Ces temps morts aug-

mentent ainsi la difficulté du problème et rendent la mise en oeuvre du pro-

gramme dynamique proposé impossible.
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En conclusion, selon la fonction de récurrence proposée par Lawler et Moore [150],

il est impossible de calculer une solution optimale en O(mnTm). Notons également que

pour le cas m = 1 (une seule machine), la complexité du programme dynamique est

O(nT). Or, dans la cas d’une seule machine les auteurs indiquent qu’une solution opti-

male est calculée en O(n2d).

2.3 Problème d’ordonnancement à une seule machine

Cette section est dédiée au problème 1|di = d|∑ wiTi. Si d = 0 le problème est

équivalent au 1||∑ wiCi et peut être résolu en O(n log n). Si d > 0, nous proposons ici

un nouvel algorithme pseudo-polynomial en O(n2d2). La complexité dans le cas d’une

seule machine est plus importante que celle proposée dans [150], mais l’intérêt de cette

nouvelle approche est qu’elle s’étend facilement au cas de m machines parallèles [117].

Rappelons qu’il existe une solution optimale sans aucun temps mort entre les tra-

vaux [150] (entre l’instant 0 et P). Les premiers travaux sont ordonnancés dans un ordre

arbitraire et les travaux en retard sont exécutés dans l’ordre non-décroissant des pi/wi.

Ainsi, il existe une solution optimale dans laquelle les travaux en avance sont égale-

ment ordonnancés selon l’ordre non-décroissant des pi/wi.

2.3.1 Nouveau programme dynamique

Notre approche se résume comme suit : à partir d’un straddling job (n possibilités),

nous déterminons l’ensemble des travaux qui vont être ordonnancés en avance pour

lesquels la fonction coût est minimisée.

Partons d’une solution initiale où tous les travaux sont supposés en retard, il s’agit

d’un problème de sac-à-dos où on cherche à déterminer l’ensemble des travaux à or-

donnancer avant la date de début du ”straddling job” et qui maximisent l’apport corres-

pondant au coût réduit de la valeur de la solution initiale.

Reprenons la fonction de récurrence du problème de sac-à-dos. Soit Hi la valeur de

l’objet i et soit ωi son poids. Soit xi la variable de décision, avec xi = 1 si l’objet i est

choisi et 0 sinon. L’objectif est de maximiser ∑ Hixi sous la contrainte ∑ ωixi ≤ Ω. La

fonction de récurrence du problème de sac-à-dos est :

h(i, ω) = max(h(i− 1, ω), h(i− 1, ω−ωi) + Hi), ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀ω ∈ {0, . . . , Ω}
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Si l’on considère que la valeur de chaque tâche correspond à son coût de retard,

l’objectif est de mettre dans le sac-à-dos (ensemble de travaux qui vont être ordonnan-

cés en avance) les éléments pour un apport total maximal, c’est-à-dire les travaux qui

contribuent le plus au coût du retard pondéré total. La capacité du sac, i.e. le poids Ω

est la date de fin souhaitée commune et le poids d’un travail est égal à sa durée opéra-

toire. La seule différence avec le problème du sac-à-dos est la définition de Hi qui doit

être calculée en fonction de ω (c’est une fonction Hi(ω)).

Une solution optimale est calculée comme suit.

1. à l’itération k (1 ≤ k ≤ n), soit Jk le straddling job.

2. pour chaque date de fin d’exécution possible de Jk, notée Ck = ℓ (Ck ∈ [d, d + pk−

1]), nous construisons une solution optimale à l’aide du programme dynamique.

3. La solution optimale est obtenue pour le meilleur couple (Jk, Ck) possible.

Par la suite, nous supposons que les travaux sont numérotés selon l’ordre SPT

(pi/wi ≤ pi+1/wi+1).

Pour le ”straddling job” Jk qui finit à l’instant ℓ = Ck nous construisons une solution

initiale où tous les travaux sauf Jk sont ordonnancés en retard, c-à-d. qu’ils sont ordon-

nancés après Ck (il n’y a pas de travaux en avance). Cette séquence initiale est notée

par S(k,ℓ)
0 . On note C(k,ℓ)

i,0 et wT(k,ℓ)
i,0 la date de fin d’exécution et la pénalité pondérée de

retard du travail Ji dans S(k,ℓ)
0 . Nous avons :

C(k,ℓ)
i,0 = ℓ +

i

∑
a=1,a 6=k

pa, wT(k,ℓ)
i,0 = wj(C(k,ℓ)

i,0 − d)

Le coût global de S(k,ℓ)
0 est égal à ∑

n
i=1,i 6=k wT(k,ℓ)

i,0 + wk(ℓ− d).

Soit g(k,ℓ)(i, t) la réduction maximale du coût de la solution initiale pour les travaux

{J1, . . . , Ji}, sous réserve que la date de fin d’exécution du ”straddling job” Jk est ℓ et

que la date de fin de traitement des travaux en avance appartenant au sous-ensemble

{J1, . . . , Ji} est t avec t ≤ ℓ− pk < d. On note A le sous-ensemble des travaux en avance

et B pour le sous-ensemble des travaux en retard de {J1, . . . , Ji−1}. La figure 2.2 pré-

sente la situation à la phase i. σ représente la séquence des travaux dans J \ {J1, . . . , Ji}

rangés selon l’ordre de WSPT.
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-A Jk B Ji σ

d0 t ℓ

FIG. 2.2 – Cas d’une seule machine - nouvelle fonction de récurrence

Deux décisions sont alors possibles pour le travail Ji :

1. soit le travail Ji sera ordonnancé en avance, et il appartient à A (voir Fig. 2.3). Pour

le problème sac-à-dos, cela correspond au cas où xi = 1.

-A Jk BJi σ

d0 t ℓ

FIG. 2.3 – Cas d’une seule machine - travail Ji est en avance

2. soit le travail Ji restera en retard et appartient alors à B (voir Fig. 2.4). C’est le cas

où xi = 0.

-A Jk B Ji σ

d0 ℓt− pi

FIG. 2.4 – Cas d’une seule machine - travail Ji est en retard

L’objectif est de minimiser le coût des travaux en retard. Autrement dit, à partir

d’une instance, le but du jeu est de choisir un sous-ensemble de travaux en retard le

plus coûteux. Le problème correspond à un sac-à-dos.

Nous devons maintenant déterminer les coefficients correspondant à Hi. Il est clair

que ces coefficients dépendent de la date de fin d’exécution des travaux en retard (ou

sur la valeur de t), c’est-à-dire sur les décisions prises précédemment. On note par

G(k,ℓ)(i, t) la valeur de travail Ji s’il est décidé ’en avance’. La relation de récurrence

sera sous la forme :

g(k,ℓ)(i, t) = max(g(k,ℓ)(i− 1, t), g(k,ℓ)(i− 1, t− pi) + G(k,ℓ)(i, t))

– Si le travail Ji est décidé ’en retard’, le coût ne change pas et g(k,ℓ)(i, t) = g(k,ℓ)(i−

1, t).

– D’autre part, si le travail Ji est décidé ’en avance’, le coût diminue : le travail Ji
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n’est pas en retard et les travaux de σ peuvent commencer plus tôt. Rappelons

que selon la solution initiale, tous les travaux sont en retard. Plus précisément,

nous avons :

– à l’itération i, certains travaux ont été décidés ’en avance’ et donc le travail Ji

a été implicitement déplacé à gauche. On note C(k,ℓ)
j,i pour sa date de fin d’exé-

cution à l’itération i. La contribution du travail Ji à la valeur de G(k,ℓ)(i, t) est

égale à wi(C(k,ℓ)
i,i−1 − d).

– les travaux de σ peuvent être déplacés à gauche. La contribution de ces travaux

exécutés en avance pendant pi unité de temps à la valeur de G(k,ℓ)(i, t) est de

pi ×∑j∈σ wj.

Nous avons : C(k,ℓ)
i,i−1 = C(k,ℓ)

i,0 − (t− pi).

Ainsi, wi(C(k,ℓ)
i,i−1 − d) = wi(C(k,ℓ)

i,0 − (t− pi)− d) = wT(k,ℓ)
i,0 − wi(t− pi).

Finalement, le coût de réduction si le travail Ji est ’en avance’ correspond à la

valeur G(k,ℓ)(i, t) = wT(k,ℓ)
i,0 − wi(t− pi) + pi ×∑j∈σ wj.

La relation de récurrence est la suivante :

g(k,ℓ)(0, 0) = 0

g(k,ℓ)(0, t) = −∞, (∀t > 0)

g(k,ℓ)(i, t) = −∞, (∀i ∈ {0, 1, . . . , n} \ {k}; ∀t < 0)

g(k,ℓ)(i, t) = max







g(k,ℓ)(i− 1, t),

g(k,ℓ)(i− 1, t− pi) + G(k,ℓ)(i, t)







, (∀i ∈ {1, . . . , n} \ {k}; ∀0 ≤ t ≤ d)

g(k,ℓ)(i, t) = g(k,ℓ)(i, ℓ− pk), (∀i ∈ {0, 1, . . . , n} \ {k}, ∀t > ℓ− pk)

avec G(k,ℓ)(i, t) = wi(ℓ +
i

∑
j=1,j 6=k

pj − d)− wi × (t− pi) + pi ×∑
j∈σ

wj

L’objectif est donc de minimiser pour les valeurs de k et de ℓ telles que :

n

∑
i=1,i 6=k

wi(ℓ +
i

∑
j=1,j 6=k

pj − d)− g(k,ℓ)(n, ℓ− pk) + wk × (ℓ− d)

Pour chaque Jk et Ck, la complexité de l’algorithme est en O((n− 1)× (Ck− pk)) qui

est bornée par O(nd). Comme indiqué ci-dessus, nous avons n choix pour le straddling

job Jk et min(d, pk) possibilités de ℓ = Ck. Ainsi, la complexité globale est bornée par

O(n2d2).

Remarque. La complexité de ce nouveau PrgDyn est plus grande que celle propo-

sée par Lawler et Moore [150]. Cette augmentation est due à la nécessité de déterminer

la date de fin d’exécution du ”straddling job” afin de calculer la contribution des coût

des travaux en retard. En effet, selon notre programme dynamique, nous devons dé-
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2.3. PROBLÈME D’ORDONNANCEMENT À UNE SEULE MACHINE

Algorithme WTSMCDD : 1|di = d|∑ wiTi

1 : Ordonner les travaux selon l’ordre non-décroissant de WSPT //
2 : Pour (k = 1 à n) et (ℓ = d à d + pk − 1)faire
3 : // Soit Jk le ”straddling job” et Ck = ℓ //

4 : C(k,ℓ)
j,0 = ℓ +

j

∑
a=1,a 6=k

pa ; wT(k,ℓ)
j,0 = wj(C(k,ℓ)

j,0 − d)

5 : g(k,ℓ)(0, 0) = 0 ; g(k,l)(0, t) = -∞, si t 6= 0

6 : P(k)(i) =
i

∑
j=1,j 6=k

pj ;W(k,ℓ)(1, 0) = ∑
n
j=2,j 6=k wj

7 : Pour i = 1 à n, i 6= k faire
8 : Pour t = 0 à d− 1 faire
9 : G(k,ℓ)(i, t) = wi(ℓ + P(k)(i)− d)− wi × (t− pi) + piW(k,ℓ)(i, t)
10 : g(k,l)(i, t) = max(g(k,l)(i− 1, t), g(k,ℓ)(i− 1, t− pi) + G(k,ℓ)(i, t)
11 : Si (F(k,l)(i, t) = F(k,l)(i− 1, t)) alors
12 : W(k,ℓ)(i + 1, t) = W(k,ℓ)(i, t)
13 : Sinon
14 : W(k,ℓ)(i + 1, t) = W(k,ℓ)(i, t− pi)− wi
15 : FinSi
16 : FinPour
17 : FinPour

18 : S(k,ℓ) = mind−1
t=d−pk

(∑
n
j=1,j 6=k wT(k,ℓ)

j,0 − g(k,ℓ)(n, ℓ− pk) + wk × (ℓ− d))

19 : FinPour
20 : La solution optimale correspond à la solution définie par (k, ℓ) dont le coût de S est minimum.

FIG. 2.5 – Algorithme WTSMCDD

terminer la date de début de straddling job. On peut penser que le straddling job soit

Jàt, ensuite on détermine la meilleure décision des travaux en avance-retard, et enfin

on détermine la meilleure date de fin d’exécution du ”straddling job” par rapport à la

meilleure séquence trouvée. Malheureusement, cette stratégie ne garantit pas l’optima-

lité de la meilleure solution obtenue. L’exemple suivant (Table 2.3) montre les lacunes

de cette stratégie .

TAB. 2.3 – Durées opératoires, dates de fin souhaitées, et pénalités

J1 J2 J3 J4 J5

pi 4 3 12 16 9
di 17 17 17 17 17
wi 14 9 13 17 4

L’erreur apparaît dès l’itération où le ”straddling job” est défini par k = 2 (pk = 3,

wk = 9). La séquence trouvée est (4, 2, 1, 3, 5) avec un coût de 444, mais l’optimal

est en fait (1, 3, 2, 4, 5) avec un coût de 432. Sans insertion du ”straddling job”, la sé-

quence (4, 1, 3, 5) domine (1, 3, 4, 5). Par conséquent, la meilleure solution trouvée est

(4, 1, 2, 3, 5) avec le coût de 438. Par conséquent, la complexité du nouveau PrgDyn ne
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peut pas être réduite à O(n2d).

2.4 Problème d’ordonnancement à machines identiques

Nous allons maintenant examiner le problème d’ordonnancement des travaux in-

dépendants sur m machines parallèles identiques [115]. Ce problème est noté Pm|di =

d|∑ wiTi. Si n ≤ m, le problème peut être résolu en temps polynomial en ordonnan-

çant un travail par machine. Sinon, soit S∗ une solution obtenue en résolvant le pro-

blème Pm||Cmax par le programme dynamique de Rothkopf (en O(n(Pn)m)) [187] où

Pn = ∑
n
i=1 pi. Si Cmax(S∗) ≤ d, S∗ est également optimale pour Pm|di = d|∑ wiTi de-

puis ∑ wiTi = 0.

Par la suite, nous considérons le cas où Cmax(S∗) > d. La propriété suivante est

nécessaire pour définir la formule de récurrence du programme dynamique.

Proposition 2.4.1 Il existe un ordonnancement optimal où sur chaque machine nous avons :

1. un ”straddling job”,

2. pas de temps morts entre les travaux en retard (incluant le straddling job),

3. les travaux en avance sont ordonnancés dans un ordre arbitraire,

4. les travaux en retard entièrement (sans considérer le ”straddling job”) sont ordonnancés

selon l’ordre WSPT.

Preuve. Les points (2-4) sont triviaux (voir section précédente et cf. [150]). Le dernier

point est aussi valable pour les machines avec un coût de retard nul : sur ces machines,

le dernier travail est considéré comme le ”straddling job” pour lequel sa date de fin

d’exécution est d. Il suffit donc de déplacer le dernier travail vers la droite jusqu’à d

sans augmenter le coût total. Dans ce cas, il est possible d’avoir un temps mort entre

l’ensemble des travaux en avance et le ”straddling job”.

2.4.1 Programme dynamique pour le cas de machines identiques

Considérons Jkj
le straddling job sur Mj, 1 ≤ j ≤ m. Nous notons par Jstr l’ensemble

des straddling jobs. Soit

g(k1,k2,...,km,ℓ1,ℓ2,...,ℓm)(i, t1, t2, . . . , tm, T2, T3, . . . , Tm)
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le coût total minimal pour les travaux {J1, . . . , Ji}, sous réserve que le sous-ensemble

des travaux en avance de {J1, . . . , Ji} \ Jstr se termine à l’instant tj < d sur Mj ∀j,

1 ≤ j ≤ m, la date de fin d’exécution de straddling job Jkj
sur Mj est égale à ℓj et la date

de fin d’exécution du dernier travail sur Mj est Tj ∀j, 2 ≤ j ≤ m.

Sans perte de généralité, nous illustrons notre démarche au cas de deux machines

(m = 2).

À l’état initial, nous choisissons deux ”straddling jobs” Jk1 et Jk2 avec date de fin

d’exécution ℓ1 et ℓ2. Ensuite, nous supposons que tous les (n− 2) travaux restants sont

ordonnancés en retard sur M1 après Jk1 selon la règle WSPT. On note cette solution

globale S(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
0 .

Ensuite, nous affectons chaque travail à une machine, en position en avance ou en

retard, et donc nous devons déterminer les trois sous-ensembles optimaux A1, A2 et B2

où :

1. A1 correspond aux travaux ordonnancés en avance sur M1,

2. A2 correspond aux travaux ordonnancés en avance sur M2,

3. B2 correspond aux travaux ordonnancés en retard sur M2.

Le reste des travaux correspond à B1, c’est-à-dire aux travaux ordonnancés en retard

sur M1 (globalement, Aj est le sous-ensemble des travaux sur Mj et Bj le sous-ensemble

des travaux en retard sur Mj).

La fonction g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) est la valeur minimale du coût total pour les tra-

vaux {J1, . . . , Ji} \ {Jk1 , Jk2}, sous réserve que le sous-ensemble des travaux de {J1, . . . , Ji} \

{Jk1 , Jk2} ordonnancé en avance sur M1 se termine à l’instant t1 ≤ ℓ1 − pk1 < d et à la

date t2 ≤ ℓ2 − pk2 < d sur M2. La Figure 2.6 présente la situation à la phase i. σ repré-

sente la séquence des travaux dans J \ {J1, . . . , Ji} rangés selon l’ordre WSPT.

-A1 Jk1 B1 Ji σ

d0 ℓ1

-A2 Jk2 B2

ℓ2

M1

M2

t1

t2

FIG. 2.6 – Fonction récurrente du cas de machines parallèles

Soit wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
i,0 = wi × (ℓ1 +

i

∑
a=1,a 6=k1,a 6=k2

pa − d) le coût engendré par le travail Ji
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dans la solution initiale et G(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
u (i, t1, t2, T2) le coût de reduction qui correspond à

la décision u concernant le travail Ji à l’état (t1, t2, T2).

Soit wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2) =
n

∑
i=1,i/∈{k1,k2}

wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
i,0 le coût total. À l’itération (k1, k2, ℓ1, ℓ2) la

fonction de coût doit être maximisée. Le coût final est alors désigné par g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(n, t1, t2, T2).

Nous suivons le même raisonnement que dans la section 2.3.1. Quatre décisions

sont alors à considérer pour le travail Ji :

u = 1 : Ji est en avance sur M1 (Ji ∈ A1, voir Figure 2.7). Par conséquent,

g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1 − pi, t2, T2) + G(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
1 (i, t1, t2, T2)

avec G(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
1 (i, t1, t2, T2) = wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)

i,0 − wi × (t1 − pi + t2 + T2 − ℓ2) + pi ×

∑j∈σ wj

-A1 Jk1 B1Ji σ

d0 ℓ1

-A2 Jk2 B2

ℓ2 T2

M1

M2

t1

t2

FIG. 2.7 – Cas 1 - Ji est en avance sur M1

u = 2 : Ji est en retard sur M1 (Ji ∈ B1, voir Figure 2.8). Par conséquent,

g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2) + G(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
2 (i, t1, t2, T2)

avec G(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
2 (i, t1, t2, T2) = 0.

-A1 Jk1 B1 Ji σ

d0 ℓ1

-A2 Jk2 B2

ℓ2 T2

M1

M2

t1

t2

FIG. 2.8 – Cas 2 - Ji est en retard sur M1

u = 3 : Ji est en avance sur M2 (Ji ∈ A2, voir Figure 2.9). Par conséquent,

g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2 − pi, T2) + G(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
3 (i, t1, t2, T2)
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avec G(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
3 (i, t1, t2, T2) = wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)

i,0 − wi × (t1 + t2 − pi + T2 − ℓ2) + pi ×

∑j∈σ wj

-A1 Jk1 B1

Ji

σ

d0 ℓ1

-A2 Jk2 B2

ℓ2 T2

M1

M2

t1

t2

FIG. 2.9 – Cas 3 - Ji est en avance sur M2

u = 4 : Ji est en retard sur M2 (Ji ∈ B2, voir Figure 2.10). Par conséquent,

g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2 − pi) + G(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
4 (i, t1, t2, T2)

avec G(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
4 (i, t1, t2, T2) = wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)

i,0 − wi × (t1 + t2 + T2 − pi − ℓ2) + pi ×

∑j∈σ wj − wi × (T2 − d)

-A1 Jk1 B1

Ji

σ

d0 ℓ1

-A2 Jk2 B2

ℓ2 T2

M1

M2

t1

t2

FIG. 2.10 – Cas 4 - Ji est en retard sur M2

La relation récursive générale peut être facilement déduite à partir de ces décisions.

Nous cherchons les valeurs de k1, k2, ℓ1, ℓ2, t1, t2 et T2 telles que :

wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2) − g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(n, t1, t2, T2) +
2

∑
j=1

wkj
× (ℓj − d)

soit minimum.

Il y a n×(n−1)
2 possibilités pour le choix du ”straddling job”, d4 possibilités pour

(ℓ1, ℓ2, t1, t2) et Pn possibilités pour T2. Le temps de calcul de cet algorithme est donc

en O(n3d4P).

Cet algorithme peut être généralisé au cas de m machines. Par conséquent, pour tout

m ≥ 1 fixé, nous pouvons déterminer un algorithme de PrgDyn pseudo-polynomial

avec une complexité de O(nm+1d2mPm−1). On en déduit le théorème suivant.
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Théorème 2.4.2 Une solution optimale peut être déterminée par le programme dynamique pré-

cédent pour le problème Pm|di = d|∑ wiTi en un temps de calcul borné par O(nm+1d2mPm−1)

avec P = ∑
n
i=1 pi.

Remarque 2.4.1 L’algorithme PrgDyn peut résoudre le problème Pm||∑ wiCi, il suffit de

considérer d = 0.

Remarque 2.4.2 Dans le cas où m = 1, l’algorithme PrgDyn est le même que celui décrit dans

la Section 2.3.1.

2.4.2 Extension au cas de machines uniformes

Nous allons maintenant étudier l’ordonnancement des travaux indépendants sur m

machines parallèles uniformes [116]. Le problème est noté par Qm|di = d|∑ wiTi. La vi-

tesse de la machine Mj est donnée par γj. Sans perte de généralité, nous supposons que

γ1 ≤ γ2 ≤ . . . ≤ γm et que les vitesses γj sont entières. La durée opératoire de travail Ji

sur machine Mj est donnée par pi,j = pi × γj (i.e. la machine Mj plus performante que

la machine Mj+1). Dans la suite, P = ∑
n
i=1 pi,m.

Notons que la Proposition 2.4.1 de Section 2.4 reste valable. Cependant, nous avons

dans ce cas de nouvelles propriétés :

Proposition 2.4.3 Pour une solution optimale, soit la machine Mk où aucun travail n’est en

avance. En plus, s’il n’y a pas de ”straddling job” exécuté sur Mk, alors aucun travail n’est

affecté à Mj pour tout j ≥ k.

Preuve. Si un travail est exécuté sur Mk, alors déplacer ce travail vers la gauche

diminue le coût total, ce qui contredit le fait que la solution est optimale. Donc aucun

travail n’est alors affecté à Mk. Comme les machines sont numérotées selon l’ordre dé-

croissant de leur performance, alors il n’y a aucun travail exécuté sur n’importe quelle

autre machine Mk′ avec k′ > k.

Notons que si tous les travaux exécutés sur la machine Mk sont en avance, le dernier

travail peut être déplacé vers la droite jusqu’à la date d sans augmenter le coût. Ce

travail peut donc être considéré comme ”straddling job”.

Ainsi, nous pouvons supposer qu’il existe m′ ”straddling jobs” sur les m′ premières

machines. Nous pouvons donc déduire la fonction de récurrence du programme dyna-

mique comme suit.
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Algorithme WTP2CDD : P2|di = d|∑ wiTi

1 : Ordonner les travaux selon l’ordre non-décroissant de pi/wi
2 : Pour k1 ∈ {1 . . . n} et k2 ∈ {1 . . . n} et k1 6= k2 faire
3 : /*Soient Jk1

, Jk2
les ”straddling jobs” sur M1 et M2, respectivement.*/

4 : Pour ℓ1 ∈ {d, . . . , d + pk1
− 1} et ℓ2 ∈ {d, . . . , d + pk2

− 1} faire

5 : C(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
j,0 = ℓ1 +

j

∑
a=1,a/∈{k1,k2}

pa

6 : wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
j,0 = wj(C(k1,k2,ℓ1,ℓ2)

j,0 − d)

7 : wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2) = ∑
n
j=1,j/∈{k1,k2}

wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
j,0

8 : g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(0, 0, 0, ℓ2) = 0
9 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(0, 0, 0, ℓ2) = ∑

n
j=1(wj)− wk1

− wk2

10 : g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(0, t1, t2, T2) = -∞, si t1, t2 6= 0 et T2 6= (ℓ2)

11 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(0, t1, t2, T2) = -∞, si t1, t2 6= 0 et T2 6= (ℓ2)
12 : Pour i ∈ {1, . . . , n}, i 6= k, i 6= l faire
13 Pour t1 ∈ {0, . . . , Sk} et t2 ∈ {0, . . . , Sl} et t3 ∈ {0, . . . , P} faire
14 : m0 = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2)

15 : m1 = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1 − pi, t2, T2) + wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
i,0

−wi(t1+ t2 + T2 − pi) + piW(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1 − pi, t2, T2)

16 : m2 = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2 − pi, T2) + wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
i,0

−wi(t1+ t2 + T2 − pi) + piW(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2 − pi, T2)

17 : m3 = F(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2 − pi) + wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
i,0

−wi(t1 + t2 + T2 − pi) + piW(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2 − pi)− wi(T2 − d)

18 : g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = max{m0, m1, m2, m3}

19 : Si g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = m0 alors
20 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2)
21 : Sinon
22 : Si g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = m1 alors
23 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1 − pi, t2, T2) + wi
24 : Sinon
25 : Si g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = m2 alors
26 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2 − pi, T2) + wi
27 : Sinon
28 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2 − pi) + wi
29 : FinSi
30 : FinSi
31 : FinSi
32 : FinPour
33 : FinPour

34 : wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
min = wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2) + ∑

2
j=1 wk j

× (ℓj − d)−max(t1,t2,T2) g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(n, t1, t2, T2)

35 : FinPour
36 : FinPour

37 : wTmin = min(k1,k2,ℓ1,ℓ2) wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
min

38 : La solution optimale correspond à (k1, k2, ℓ1, ℓ2, t1, t2, T2) dont le coût est wTmin.

FIG. 2.11 – Algorithme WTP2CDD
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Programme dynamique au cas de machines uniformes

En suivant la même approche présentée dans les sous-sections précédentes, nous

montrons qu’une solution peut être déterminée en un temps pseudo-polynomial selon

les trois étapes suivantes :

1. Considérons m′ ”straddling jobs”. Au maximum, nous avons C1
n possibilités si m′ =

1, C2
n si m′ = 2, etc. Ainsi, au plus nous avons ∑

m
p=1 Cp

n possibilités bornées par

mnm (avec Cp
n =





p

n



 = n!
p!(n−p)! ). Ensuite, nous fixons la date de fin d’exécution

ℓj de chaque ”straddling job” Jkj
dans [d, d− 1 + pkj

], ∀j, 1 ≤ j ≤ m′.

2. Nous considérons une solution initiale où tous les autres travaux sont ordonnan-

cés sur la première machine après la date de fin d’exécution de Jk1 selon la règle

WSPT. Cela signifie qu’aucun travail n’est en avance.

3. Avec la fonction récursive g décrite ci-dessous, nous déterminons l’ensemble des

travaux à exécuter sur chaque machine, en avance ou en retard.

À l’itération i, la fonction récursive notée par g(k1,...,km′ ,ℓ1,...,ℓm′ )(i, t1, . . . , tm′ , T2, T3, . . . , Tm′)

représente le coût minimum engendré par l’ordonnancement des travaux du sous-

ensemble de {J1, . . . , Ji} \ {Jk1 , ..., Jkm′
} en avance sur Mj dans l’intervalle [0, tj] avec

tj < d.

Selon la solution initiale, soit wTi,0 le coût de retard du travail Ji et soit wT = ∑ wTi,0

le coût total des travaux en retard (afin de simplifier les notations, les indices k j et ℓj

seront omis). À l’itération i, soit Li = (
⋃m′

j=1 Aj) ∪ (
⋃m′

j=2 Bj) et soit P′i = ∑h∈Li
ph. Une

autre expression de P′i est donnée par :

P′i = t1 +
m′

∑
j=2

(tj + Tj − ℓj)/γj

Et soit W ′i la somme des poids des travaux ordonnancés après Ji dans S0. Nous défi-

nissons le coût engendré par la décision u comme suit (afin de simplifier les notations,

les indices k j and ℓj sont omis) :

– G2 correspond au cas où Ji est ordonnancé en retard sur M1 :

G2(i, t1, . . . , tm′ , T2, . . . , Tm′) = g(i− 1, t1, . . . , tm′ , T2, . . . , Tm′)

– G2j−1, (1 ≤ j ≤ m′), correspond au cas où Ji est ordonnancé en avance sur Mj :

G2j−1(i, t1, . . . , tm′ , T2, . . . , Tm′)
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2.5. APPROXIMABILITÉ

= g(i− 1, t1, . . . , tj − piγj, tj+1, . . . , tm′ , T2, . . . , Tm′) + wTi,0 −wi × (P′i γ1 − piγ1) +

piγ1 ×∑j∈σ wj

– G2j, (2 ≤ j ≤ m′), correspond au cas où Ji est ordonnancé en retard sur Mj :

G2j(i, t1, . . . , tm′ , T2, . . . , Tm′)

= g(i− 1, t1, . . . , tm′ , T2, . . . , Tj− piγj, . . . , Tm′)+ wTi,0−wi× (P′i γ1− piγ1)+ piγ1×

∑j∈σ wj − wi × (Tj − d)

La valeur optimale de l’algorithme est donnée par

wT −max
tj,Tj

g(n, t1, . . . , tm′ , T2, . . . , Tm′) +
m′

∑
j=1

wkj
× (ℓj − d).

Le temps de calcul global dans le cas de m′ ”straddling jobs” (aucun travail n’est affecté

à une machine Mj avec j > m′) est borné par O(nm′+1d2m′Pm′−1). Nous déduisons le

théorème suivant.

Théorème 2.4.4 Une solution optimale pour le problème Qm|di = d|∑ wiTi peut être déter-

minée en O(mnm+1d2mPm−1).

Remarque 2.4.3 Le problème avec des machines non-reliées ne peut pas être résolu par notre

approche car l’ordre WSPT n’est pas le même pour toutes les machines.

2.5 Approximabilité

Nous présentons dans cette sous-section la preuve de Kovalyov et Werner [141]

montrant que aucun algorithme d’approximation en temps polynomial n’existe pour le

problème d’ordonnancement à machines parallèle avec l’objectif de minimisation des

retards sur une date de fin souhaitée commune. Nous en déduisons que les problèmes

Pm|di = d|∑ wiTi et Pm|di = d|∑ wiTi n’acceptent aucun algorithme d’approximation,

ni FPTAS ni PTAS.

Notons que le problème est NP-difficile même pour m = 1. Dans le cas de m ma-

chines, si m n’est pas fixé alors le problème est N P-difficile au sens fort parce que le

problème ne peut pas être plus facile que P||Cmax [71]. En effet, la réponse à la question

”Existe-t-il un ordonnancement avec valeur ∑ Tj ≤ 0 ?” ne peut pas être obtenue en

temps polynomial sauf si P = NP.
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2.5. APPROXIMABILITÉ

Algorithme WTQ2CDD : Q2|di = d|∑ wiTi

1 : Ordonner les travaux selon l’ordre non-décroissant de pi/wi
2 : Pour k1 ∈ {1 . . . n} et k2 ∈ {1 . . . n} et k1 6= k2 faire
3 : /*Soient Jk1

, Jk2
les ”straddling job” sur M1 et M2, respectivement.*/

4 : Pour ℓ1 ∈ {d, . . . , d + γ1 pk1
− 1} et ℓ2 ∈ {d, . . . , d + γ2 pk2

− 1} faire

5 : C(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
j,0 = ℓ1 +

j

∑
a=1,a/∈{k1,k2}

γ1 pa

6 : wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
j,0 = wj(C(k1,k2,ℓ1,ℓ2)

j,0 − d)

7 : wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2) = ∑
n
j=1,j/∈{k1,k2}

wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
j,0

8 : g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(0, 0, 0, ℓ2) = 0
9 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(0, 0, 0, ℓ2) = ∑

n
j=1(wj)− wk1

− wk2

10 : g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(0, t1, t2, T2) = -∞, si t1, t2 6= 0 et T2 6= (ℓ2)

11 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(0, t1, t2, T2) = -∞, si t1, t2 6= 0 et T2 6= (ℓ2)
12 : Pour i ∈ {1, . . . , n}, i 6= k, i 6= l faire
13 Pour t1 ∈ {0, . . . , Sk} et t2 ∈ {0, . . . , Sl} et t3 ∈ {0, . . . , P} faire
14 : m0 = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2)

15 : m1 = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1 − γ1 pi, t2, T2) + wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
i,0

−wi(t1 + t2 + T2 − γ1 pi) + piW(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1 − γ1 pi, t2, T2)

16 : m2 = g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2 − γ2 pi, T2) + wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
i,0

−wi(t1 + t2 + T2 − γ1 pi) + piW(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2 − γ2 pi, T2)

17 : m3 = F(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2 − γ2 pi) + wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
i,0

−wi(t1 + t2 + T2 − γ1 pi) + piW(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2 − γ2 pi)− wi(T2 − d)

18 : g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = max{m0, m1, m2, m3}

19 : Si g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = m0 alors
20 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2)
21 : Sinon
22 : Si g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = m1 alors
23 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1 − γ1 pi, t2, T2) + wi
24 : Sinon
25 : Si g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = m2 alors
26 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2 − γ2 pi, T2) + wi
27 : Sinon
28 : W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i, t1, t2, T2) = W(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(i− 1, t1, t2, T2 − γ2 pi) + wi
29 : FinSi
30 : FinSi
31 : FinSi
32 : FinPour
33 : FinPour

34 : wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
min = wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2) + ∑

2
j=1 wk j

× (ℓj − d)−max(t1,t2,T2) g(k1,k2,ℓ1,ℓ2)(n, t1, t2, T2)

35 : FinPour
36 : FinPour

37 : wTmin = min(k1,k2,ℓ1,ℓ2) wT(k1,k2,ℓ1,ℓ2)
min

38 : La solution optimale correspond à (k1, k2, ℓ1, ℓ2, t1, t2, T2) dont le coût est wTmin.

FIG. 2.12 – Algorithme WTQ2CDD
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Dans [141], Kovalyov et Werner ont montré que le problème Pm|di = d|∑ Ti n’ad-

met pas aucun algorithme ε-approximation A en temps polynomial avec ε < ∞ sauf si

P = NP . Car sinon, la valeur TA (TA est le retard pour une solution donnée par l’al-

gorithme A) peut être déterminée en temps polynomial telle que TA − εT∗ ≤ T∗ ≤ TA.

En effet, T∗ ≥ 0. Si TA = 0 alors T∗ = 0, et la réponse pour la question précédente

est “oui”. Soit T∗ = 0. Par définition d’un algorithme ε-approximation, nous avons

TA ≤ T∗(1 + ε) = 0. Par conséquent, T∗ > 0 doit être respecté, c-à-d. la réponse à la

question ci-dessus est “non”. Ainsi, la réponse est donnée en temps polynomial, ce qui

est contradictoire avec la preuve de laNP-complétude du problème de la minimisation

du Cmax sur m machines parallèles identiques.

Néanmoins nous pouvons toujours proposer des schémas d’approximation pseudo-

polynomial en fonction du paramètre W = ∑
n
i=1 wi. Certes, ces schémas n’ont de sens

que si W est borné par une fonction polynomiale en n, comme c’était le cas pour le

problème 1|di ∈ D, |D| = l|∑ wiTi [135].

Conclusion

Nous avons examiné dans ce chapitre, le problème de l’ordonnancement de tâches

indépendantes avec des dates de fin souhaitées communes sur une seule machine, sur

machines parallèles identiques et sur machines uniformes. L’objectif était la réduction

au maximum du retard total pondéré. Nous avons montré pourquoi l’algorithme de

Lawler et Moore ne peut pas être généralisé au cas de m machines. Nous avons par

la suite proposé une nouvelle formulation d’un programme dynamique. Ensuite, nous

avons étendu l’algorithme de ProgDyn pour le cas de machines parallèles identiques et

uniformes. Le principe du programme dynamique présenté dans ce chapitre peut être

valable pour une généralisation au cas où il y a l dates de fin souhaitées communes.

Il serait intéressant de mettre en oeuvre les ProgDyn et d’évaluer leur efficacité

(taille de problème résolu/temps de calcul). Une autre direction de recherche serait

d’étudier l’existence d’un schéma d’approximation dans le cas d’une seule machine

avec dates de fin souhaitées arbitraires, car la question sur l’existence d’un PTAS pour

le problème d’ordonnancement 1|di|∑ wiTi reste ouverte.
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Chapitre 3
Avance et retard pondérés avec dates

de fin données

Venant de la philosophie ’juste-à-temps’ (JàT) pour la gestion de la production,

ce type de problème d’ordonnancement a de larges applications industrielles. Ces

problèmes consistent à déterminer une solution qui minimise la somme pondérée

des pénalités d’avance et de retard des travaux. Il s’agit donc de calculer un

ordonnancement où chaque travail se termine le plus près possible de sa date de fin

souhaitée. Dans le cas d’une seule machine avec une date de fin souhaitée commune

donnée, le problème a été montré N P-difficile. Dans ce chapitre, on ordonnance n

travaux sur une seule machine ou sur m machines parallèles. Pour le cas de durées

opératoires identiques, l’ordonnancement des travaux sur m machines identiques

ou uniformes est montré polynomial, même s’il s’agit de ℓ dates de fin souhaitées

communes données (ℓ < n). Pour le cas général, nous montrons que le problème

d’ordonnancement des travaux avec durées opératoires quelconques et une date

de fin souhaitée commune “non-restrictive” sur m machines parallèles identiques

accepte un schéma d’approximation en temps polynomial (PTAS).
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3.1 Introduction

Parmi les problèmes d’ordonnancement rencontrés dans les ateliers de production,

le modèle “Juste-à-temps” (JàT) tient une place importante. Il s’agit en particulier, d’une

politique de production qui permet de limiter les stocks et d’éviter le gaspillage. La

quantité de produits fabriqués correspond au carnet de commandes. Le producteur se

contente de produire la quantité strictement nécessaire, au moment voulu, pour satis-

faire la demande de chaque client. C’est la date à laquelle le client demande à être livré

qui précise les délais de la production. On parle alors de date de fin souhaitée. Il n’est

alors pas souhaitable de livrer les clients en retard à cause des coûts de pénalités liés

essentiellement au mécontentement de ce dernier. De plus, il arrive qu’on ne souhaite

pas produire en avance pour diverses raisons (limitation d’espace de stockage, coûts

de stockage, risques de dégradation du produit fini, etc.). Il est ainsi préférable de pro-

duire JàT, ce qui consiste à déterminer un ordonnancement tel qu’un travail se termine

le plus près possible de sa date de fin souhaitée ([20, 36, 126]).

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’ordonnancement de travaux indépendants sur

une ou plusieurs machines en parallèle où l’objectif est de minimiser la somme pon-

dérée des coûts d’avance/retard. Tous les travaux devraient être accomplis avant une

date de fin souhaitée commune. Cette date due correspond à la situation où des articles

devraient être fournis en même temps à une chaîne d’assemblage, par exemple, pour

éviter le stockage ou le retardement de livraisons.

Selon la date de fin souhaitée, on définit deux versions du problème : avec date

due commune non-restrictive et avec date due commune restrictive [145, 126]. En ef-

fet, si l’indisponibilité d’une ressource avant la date zéro doit être prise en compte, le

problème est dit restrictif. Dans le cas contraire, il est dit non-restrictif.

Selon la notation classique [80], les problèmes considérés dans ce chapitre sont :

1. Durées opératoires identiques (pi = p, ∀i, i = 1, . . . , n)

– 1|pi = p, di = d|∑(αiEi + βiTi) (cf. section 3.3.1)

– 1|pi = p, di ∈ D, |D| = ℓ|∑(αiEi + βiTi) (cf.section 3.3.3)

– Qm|pi = p, di ∈ D, |D| = ℓ|∑(αiEi + βiTi) (cf. section 3.3.4)

2. Durées opératoires quelconques

– 1|di = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi) (cf. section 3.4.1)

– Pm|di = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi) (cf.section 3.4.2)
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où le nombre de machines m ≥ 1 est fixé ; αi (resp. βi) est la pénalité par unité de

temps d’avance Ei (resp. de retard Ti) du travail Ji.

Parmi les premiers résultats adressés pour la résolution des problèmes d’ordonnan-

cement JàT, on peut citer Kanet [129]. L’auteur a montré que si la somme des durées

opératoires des travaux est inférieure ou égale à la date de fin souhaitée, le problème

avec pénalités unitaires (αi = βi = 1), noté 1|di = d, non − restrictive|∑(Ei + Ti), est

polynomial. Ainsi, une solution optimale est obtenue comme suit. En partant de la date

d, les travaux rangés selon l’ordre SPT d’indice impair sont ordonnancés en avance, et

d’indice pair sont ordonnancés en retard. Ainsi, la date de fin du travail de plus petite

durée opératoire est d, et il est dit ”travail juste-à-temps”. Quelques années plus tard,

le même problème est étudié par Bagchi et al. [16]. Les auteurs proposent un autre

algorithme polynomial où la solution optimale retournée peut être préférée par le chef

d’atelier puisqu’elle permet de minimiser la somme des durées opératoires des travaux

ordonnancés en avance.

Selon les valeurs des pénalités αi et βi, si (αi, βi) ∈ {(0, wi), (wi, wi)} (avec wi la pé-

nalité quelconque d’un travail Ji), le problème à une machine est montréN P-difficile au

sens ordinaire [226, 87, 86, 98]. Des algorithmes pseudo-polynomiaux de programma-

tion dynamique sont proposés dans [36], [86], [87] et [98]. Plusieurs cas polynomiaux

ont été identifiés et sont rappelés dans [126, 209].

Sachant que le cas avec durées opératoires et pénalités d’avance/retard quelconques

estN P-difficile, les chercheurs ont eu recours aux heuristiques et aux métaheuristiques.

Comme métaheuristiques appliquées au problème considéré, nous pouvons citer : algo-

rithme génétique [152], recherche tabou [89] et [125], recuit simulé [67]. D’autres cher-

cheurs ont proposé des méthodes approchées hybrides [10] et [93]. Pour le cas restrictif,

la plupart des articles ne considèrent pas le cas général avec pénalités d’avance et retard

quelconques à l’exception des résultats de Lee et Kim [152] et James [125]. Pour tous ces

résultats, notons tout de même que les auteurs considèrent toujours que le premier tra-

vail est exécuté à la date zéro, ce qui est très contraignant puisque dans une solution

optimale on peut avoir un temps mort au début de l’ordonnancement des travaux.

Comme heuristique, on peut citer les travaux de Biskup et Feldmann [26], Feld-

mann et Biskup [67] et Nearchou [167]. Dans [26], les auteurs proposent deux heu-

ristiques pour résoudre le problème à une machine avec pénalités d’avance et retard

quelconques dans lesquelles un générateur d’instances est développé. 280 instances
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”benchmark” ont été choisies comme base de tests pour étudier et comparer les per-

formances des méthodes de résolution. Pour ces 280 instances, le nombre de travaux

varie entre 10 et 1000 avec une date de fin souhaitée commune calculée selon un cer-

tain pourcentage fixé entre 20% et 80% de la somme des durées opératoires des travaux

1. Pour ces instances, les auteurs fournissent également les meilleurs résultats connus

(meilleures bornes supérieures [26] et [67]).

Dans [167], les auteurs proposent une heuristique basée sur la méthode dite “évo-

lution différentielle” introduite par [204] pour résoudre les problèmes d’optimisation

avec variables continues. Plus précisément, cette heuristique permet d’obtenir des so-

lutions meilleures (dans 60% des instances) ou équivalentes (20% de cas). Ying [224]

propose un algorithme de recherche par faisceau filtré et recouvrement des erreurs

(RBS - Recorvering Beam Search en anglais). Cet algorithme introduit initialement par

Della Croce et T’kindt en 2002 [46], est une méthode prometteuse pour la résolution des

problèmes d’optimisation combinatoire [45],[63], [74] et [211]. Inspiré de la méthode de

recherche par faisceau filtré (BS - Beam Search en anglais), RBS n’est autre qu’une procé-

dure par séparation et évaluation tronquée, i.e. à chaque niveau de l’arbre de recherche

seuls les noeuds les plus prometteurs sont retenus. La taille des noeuds retenus est fixée

par un paramètre qui est dit “largeur de faisceau”. Étant donné qu’on ne stocke qu’un

nombre limité de noeuds à chaque niveau de l’arbre de recherche, le temps d’exécution

de RBS en fonction de la taille de l’entrée est polynomial [211]. Contrairement à BS où

aucune procédure ne permet de récupérer un noeud déjà coupé (surtout s’il s’agit de la

branche qui nous permet d’atteindre une solution optimale), la RBS propose une phase

de récupération de noeuds qui correspondent aux meilleures solutions partielles. Ces

noeuds sélectionnés par le faisceau en nombre limité, remplacent ceux qui se situent à

la même profondeur de l’arbre de recherche.

Comme méthodes exactes, nous pouvons citer les travaux de Sourd [202] dans les-

quels une méthode exacte performante de type procédure par séparation et évalua-

tion est proposée. Cette méthode permet de résoudre en un temps n’excédant pas les

15 minutes en moyenne (25 minutes dans le pire des cas) des instances de grande

taille (1000 travaux). Notons que cette méthode a été proposée initialement par l’au-

teur pour résoudre de façon optimale le cas général avec dates d’arrivée des travaux,

1Générateur de tests disponible à l’adresse http ://people.brunel.ac.uk/˜mastjjb/jeb/orlib/schinfo.html
ou sur le web site de l’Imperial College Management School Web site
“http ://www.ms.ic.ac.uk/jeb/orlib/schinfo.html”
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1|ri, di|∑((αiEi + βiTi) où les résultats expérimentaux montrent qu’on peut résoudre

des instances allant jusqu’à 50 travaux. Cependant, à notre connaissance, le meilleur

algorithme connu pour résoudre le problème 1|ri, di|∑((αiEi + βiTi) a été proposé par

Tanaka et Fujikuma [207]. Cet algorithme permet de résoudre des instances allant jus-

qu’à 200 travaux.

Contrairement au cas d’une seule machine, moins de résultats ont été publiés avec m

machines parallèles. Cependant, afin de minimiser la somme des avances et des retards

des travaux avec durées opératoires unitaires et une date de fin souhaitée commune sur

m machines parallèles identiques, Mosheiov and Yovel [165] montrent qu’une solution

optimale peut être obtenue en O(n3). Dans [184, 222], les auteurs proposent une mé-

thode de recherche par voisinage pour le cas de durées opératoires quelconques et date

de fin souhaitée commune restrictive. Pour ce dernier problème, des bornes inférieures

efficaces ont été développées par Kedad-Sidhoum et al. [132]. Ces bornes inférieures

peuvent être adaptées au cas de dates de fin souhaitées générales quelconques.

D’autres travaux ont été consacrés dans le but de définir des schémas d’approxi-

mation. Avec des pénalités symétriques (αi = βi = wi) et une date de fin souhaitée

commune non-restrictive, Hall et Posner [87] développent un FPTAS sous hypothèse

que la valeur maximale des pénalités est bornée par une fonction en n. Cependant,

sous cette hypothèse, le problème a été montré polynomial [49, 127]. Quelques années

plus tard, Kovalyov et Kubiak [140] montrent en effet que le problème symétrique,

1|di = d, non− restrictive|∑((wiEi + wiTi), admet un FPTAS. Pour le cas restrictif, avec

des pénalités unitaires (αi = βi = 1), Hoogeveen et al. [103] proposent une heuristique

avec garantie de performance 4
3 .

3.2 Propriétés pour le cas d’une date de fin souhaitée commune

Propriété 3.2.1 [20] Dans une solution optimale, il n’existe pas de temps mort entre deux

travaux adjacents.

Propriété 3.2.2 [195] Une séquence optimale respecte le “V-shape” autour de la date fin sou-

haitée commune, i.e. les travaux en avance (terminés avant ou à la date d) sont ordonnancés

selon l’ordre non-croissant des pi/αi, et les travaux en retard sont ordonnancés selon l’ordre

non-décroissant des pi/βi.
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Problème Méthode & Complexité Reference
1|pi = p|∑(Ei + Ti) Polynomial O(n log n) [72]
1||∑(Ei + Ti) N P-difficile [72]
1|di = d, non− restrictive|∑(Ei + Ti) Polynomial O(n log n) [129]
1|di = d, restrictive|∑(Ei + Ti) N P-difficile [86, 98]

PD O(n ∑ pi) et O(n2d) [86, 98]
4/3 approximation [103]

1|seq|∑ wi(Ei + Ti) Polynomial O(n log n) [72]
1|di = d, pi = wi|∑ wi(Ei + Ti) Polynomial O(n) [87]
1|di = d, pi = 1|∑ wi(Ei + Ti) Polynomial O(n log n) [87]
1|di = d|∑ wi(Ei + Ti) Polynomial si wmax = Poly(n) [127]
1|di = d, non− restrictive|∑ wi(Ei + Ti) N P-difficile [87]

PD O(n ∑ pi) et O(n ∑ wi) [87, 127]
FPTAS [140]

1|di ∈ [d, d + pi]|∑ wi(Ei + Ti) N P-difficile [87]
PD O(n2 ∑ pi) [101]

1|seq|∑(αiEi + βiTi) Polynomial O(n2) [47, 206]
1|pi = 1, di|∑(αiEi + βiTi) Polynomial O(n4) [139]
1|pi = p, di = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi) Polynomial O(n3) [165, 109, 110]
1|pi = p, di ∈ D, |D| = k|∑(αiEi + βiTi) Polynomial [109, 110]
1|di = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi) PSE n=1000 [202]
Q|di = d, non− restrictive|∑(αEi + βTi) Polynomial O(n log n) [61]
R|di = d, non− restrictive|∑(Ei + Ti) Polynomial O(n3) [142, 9]
P|di = d, nonrestrictive|∑ wi(Ei + Ti) N P-difficile au sens fort [216]
Pm|di = d, pi = wi|∑ wi(Ei + Ti) N P-difficile au sens ordinaire [205]

PD O(mndmPm−1) [205]
Qm|di = d, non− restrictive|∑(αEi + βTi) Polynomial O(n log n)

TAB. 3.1 – État de l’art sur la minimisation des avances et des retards
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Propriété 3.2.3 [98] Dans le cas restrictif, pour une solution optimale, il existe un travail qui

se termine à la date d si aucun travail ne commence à la date zéro.

Propriété 3.2.4 Dans le cas non-restrictif, il existe une solution optimale où exactement un

travail se termine à l’heure.

Preuve. Soit S∗ une solution optimale. Nous supposons qu’il n’existe pas dans S∗

un travail qui se termine à la date d.

Soit Jk le travail pour lequel Sk ≤< d et Ck > d. Jk est dit “splitting job”. Par consé-

quent, nous définissons ∆W comme suit : ∆W = ∑Ci>d(βi)−∑Ci<d(αi). Selon la valeur

de ∆W, nous avons :

– Si (∆W < 0), nous pouvons alors construire une solution S
′

à partir de S∗ en

décalant tous les travaux d’une unité de temps vers la droite. Nous obtenons

donc f (S
′
) < f (S∗) ce qui est contradictoire avec S∗ une solution optimale.

– Si (∆W > 0), nous pouvons alors construire une solution S
′

à partir de S∗ en

décalant tous les travaux d’une unité de temps vers la gauche. Nous obtenons

donc f (S
′
) < f (S∗) ce qui est contradictoire avec S∗ une solution optimale.

– Sinon (∆W = 0), nous pouvons alors construire une solution S
′

à partir de S∗

en décalant tous les travaux de (Ck − d) unités de temps vers la droite, i.e. Jk est

ordonnancé à l’heure dans S
′
. Il est donc facile de montrer que f (S

′
) = f (S∗). S

′

est aussi une solution optimale. 2

3.3 Durées opératoires identiques

Dans cette section, les problèmes à une seule machine et à m machines parallèles

(identiques et uniformes) sont étudiés pour la minimisation de la somme pondérée

des avances et des retards. n travaux indépendants Ji (i = 1, . . . , n) avec des durées

opératoires identiques devraient être exécutés sans préemption au plus près possible

de leur date de fin souhaitée dj respective (dj ∈ D et |D| = ℓ). Nous supposons que

tous les travaux sont disponibles à l’instant zéro.

Récemment, un cas particulier a été traité par Mosheiov et Yovel [165]. Ils montrent

que le problème d’ordonnancement sur des machines parallèles identiques avec durées

opératoires unitaires (pi = 1) et une date de fin souhaitée commune (ℓ = 1) est résolu

en temps polynomial. Contrairement au cas pi = 1, une petite difficulté s’ajoute au cas

pi = p (p quelconque). En effet, nous ne pouvons pas assurer l’existence d’une solution
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optimale avec un travail juste-à-temps (se termine à la date d). Néanmoins, la méthode

de résolution proposée par Mosheiov et Yovel peut être utilisée pour résoudre le cas de

durées opératoires identiques pour la version non-restrictive du problème considéré.

Toutefois, pour la version restrictive avec des durées opératoires identiques (pi =

p), nous montrons qu’une solution optimale peut être obtenue en temps polynomial.

Par la suite, nous montrons que le cas avec ℓ dates de fin souhaitées communes données

(une famille de dates de fin) est également polynomial.

L’idée globale de notre démarche peut être résumée comme suit. Étant donné que

tous les travaux ont la même durée opératoire, l’ordonnancement peut être réalisé en

deux étapes :

1. Déterminer toutes les dates de fin d’exécution possibles sans considérer l’affecta-

tion de ces dates de fin aux travaux. Nous pouvons montrer qu’il est possible de

construire en temps polynomial cet ensemble de dates de fin d’exécution. En effet,

concernant les positions des travaux en avance, nous avons au pire n dates de fin

d’exécution possibles. De façon symétrique, on peut montrer également que la

cardinalité de l’ensemble des dates de fin possibles des travaux ordonnancés en

retard (les positions des travaux en retard) est bornée par n.

2. Attribuer à chaque travail la date de fin d’exécution calculée la moins coûteuse. Il

s’agit donc d’un problème d’affectation.

Rappelons que le premier algorithme proposant de résoudre le problème d’affecta-

tion, dit “méthode hongroise”, a été introduit par Kuhn en 1955 [143]. Pour une matrice

d’affectation de n× n, la complexité de l’algorithme est en O(n3). Plusieurs algorithmes

proposant une amélioration de la complexité de la recherche d’une meilleure affectation

ont été présentés dans [42], [94] et [131]. Toutefois, notre principale motivation n’est pas

de proposer un nouvel algorithme pour résoudre les problèmes d’affectation mais de

prouver que les problèmes étudiés sont équivalents au problème d’affectation. Par la

suite, nous considérons une version étendue du problème d’affectation des x éléments

aux y différents items avec y ≥ x. Ce problème peut être résolu en O(x2y).

3.3.1 Une seule machine avec une date de fin souhaitée commune

Selon la littérature, pour une date de fin souhaitée commune donnée, deux versions

du problème doivent être considérées : la version non-restrictive et la version restrictive.
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Kanet [129] considère le cas non-restrictif lorsque la date d est supérieure ou égale à la

somme des durées opératoires (d ≥ ∑
n
i=1 pi).

Avant de rentrer dans le vif du sujet, rappelons quelques propriétés bien connues

qui seront utiles par la suite. De plus, pour le cas non-restrictif, nous montrons qu’il

existe toujours une solution optimale avec un travail juste-à-temps.

1. Dans une solution optimale, il n’existe pas de temps mort intermédiaire entre

deux travaux adjacents [20].

2. L’ordonnancement optimal forme un ’V-shape’ autour de la date de fin souhaitée

commune. Cela signifie que les travaux terminés avant ou à la date d sont ordon-

nancés selon l’ordre non-croissant du ratio pi/αi (WLPT) et les travaux achevés

après d sont ordonnancés selon l’ordre non-décroissant du ratio pi/βi (WSPT)

[195].

3. Dans le cas restrictif, pour une solution optimale, il existe un travail qui se termine

à la date d si aucun travail ne commence à la date zéro [98].

4. Dans le cas non-restrictif, il existe une solution optimale avec un travail juste-à-

temps [109, 110, 106].

Soit Jsp un splitting job avec Ssp ≤ d < Csp. Soit k le nombre maximum de travaux

en avance. Si d est un multiple de p, alors k =
⌊

d
p

⌋

− 1 ; sinon k =
⌊

d
p

⌋

. Nous pouvons

donc écrire k =
⌊

d−1
p

⌋

.

Il est clair que le travail ordonnancé à la (k + 1)-ième position, noté par J[k+1] est le

splitting job, noté Jsp.

Soit δ1 = d− kp, δ2 = p− δ1 les distances entre Ssp, Csp et d (voir Figure 3.1).

-
d

Jsp Jt1Je1
. . .Je2Jek

. . .
-� -�δ1 δ2

-
d

Jsp Jt1Je1
. . .Je2Jek

. . .
-� δ2

FIG. 3.1 – Positions des travaux sur une machine avec une date due donnée

Les positions des travaux sont définies comme suit (voir Figure 3.1) :

– concernant les travaux en avance : le dernier travail exécuté juste avant Jsp est

affecté à la première position en avance noté Je1 , ce travail peut être juste-à-temps ;
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le travail exécuté juste avant Je1 occupe la seconde position en avance, il est noté

Je2 ; et ainsi de suite,

– de façon symétrique, concernant les travaux en retard : le premier travail exécuté

juste après Jsp est à la première position en retard, il est noté par Jt1 ; le second

travail en retard est exécuté juste après Jt1 , il est noté par Jt2 ; et ainsi de suite.

Ainsi, le coût d’affectation d’un travail à la i-ème position en avance est donné par

α[k−i+1]((i− 1)p + δ1), ce qui correspond à la contribution de ce travail au coût total des

pénalités d’avances. De même, le coût d’affectation d’un travail à la i-ème position en

retard est donné par β[k+1+i](ip + δ2).

Par conséquent, les coûts d’affectation définissent la matrice Q((k+n)×n) dans laquel-

le chaque élément est noté par (qi,j)1≤i≤2u+1;1≤j≤n où la j-ème colonne correspond au

travail Jj ; la première ligne correspond au travail Jsp ; la (2i)-ème ligne correspond au

travail Jei (1 ≤ i ≤ k) ; la (2i + 1)-ème ligne correspond au travail Jti (1 ≤ i ≤ k) ; et la

i-ème ligne correspond au travail Jti−k−1 (2k + 2 ≤ i ≤ n + k) (voir Figure 3.2).

Par la suite, un élément (qi,j) est donné par :































q1,j = δ2αj (j = 1, . . . , n)

q2i,j = (δ1 + (i− 1)p)αj (i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , n)

q2i+1,j = (δ2 + ip)β j (i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , n)

qi,j = (δ2 + (i− k− 1)p)β j (i = 2k + 2, . . . , n + k; j = 1, . . . , n)

D’un autre point de vue, la matrice Q((k+n)×n) peut être définie comme suit :

QT = [δ2w(2)T

i δ1w(1)T

i (δ2 + p)w(2)T

i (δ1 + p)w(1)T

i

(δ2 + 2p)w(2)T

i . . . (δ1 + (k− 1)p)w(1)T

i

(δ2 + kp)w(2)T

i (δ2 + (k + 1)p)w(2)T

i

(δ2 + (k + 2)p)w(2)T

i . . . (δ2 + (u− 1)p)w(2)T

i ]

Un ensemble S = (qk1,1, qk2,2, . . . , qkn,n) de n éléments de Q est appelé une solution

faisable avec Z = f (S) = ∑
n
r=1 qkr ,r si et seulement si, il n’y a pas deux éléments issus de

la même ligne (évidemment, deux éléments de S ne peuvent pas appartenir à la même

colonne).

Par conséquent, pour déterminer une solution optimale S∗, nous devons trouver un

ensemble faisable de n éléments de Q qui minimise Z. Il s’agit donc d’un problème
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Travaux
J1 J2 . . . Jn

P
os

it
io

ns
Jsp δ2β1 δ2β2 . . . δ2βn
Je1 δ1α1 δ1α2 . . . δ1αn
Je2 (δ1 + p)α1 (δ1 + p)α2 . . . (δ1 + p)αn
Jt2 (δ2 + 2p)β1 (δ2 + 2p)β2 . . . (δ2 + 2p)βn
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
Jek (δ1 + (k− 1)p)α1 (δ1 + (k− 1)p)α2 . . . (δ1 + (k− 1)p)αn
Jtk (δ2 + kp)β1 (δ2 + kp)β2 . . . (δ2 + kp)βn

Jtk+1 (δ2 + (k + 1)p)β1 (δ2 + (k + 1)p)β2 . . . (δ2 + (k + 1)p)βn
. . . . . . . . . . . . . . .

Jtn−1 (δ2 + (n− 1)p)β1 (δ2 + (n− 1)p)β2 . . . (δ2 + (n− 1)p)βn

FIG. 3.2 – Matrice des coûts d’affectation des travaux

d’affectation [143].

Remarque : en utilisant la même approche, nous pouvons déterminer la matrice des

coûts d’affectation des travaux pour le cas de date de fin souhaitée non-restrictive et

montrer ainsi que le problème est équivalent au problème d’affectation. Bien entendu,

dans ce cas, les lignes correspondantes aux k-ièmes positions en avance pout tout k > n

sont ignorées.

Théorème 3.3.1 Une solution optimale pour le problème d’ordonnancement 1|p = pi, di =

d|∑(αiEi + βiTi) avec date de fin souhaitée commune non-restrictive/restrictive peut être cal-

culée en O(n3).

Exemple 3.3.1 5 travaux à ordonnancer sur une seule machine. Les durées opératoires, les

dates de fin souhaitées, les pénalités d’avance et de retard sont données dans la Table 3.2.

TAB. 3.2 – Durées opératoires, dates de fin souhaitées, et pénalités d’avance/retard

J1 J2 J3 J4 J5

pi 3 3 3 3 3
di 7 7 7 7 7
αi 7 5 4 3 5
βi 5 2 7 4 5

Selon la date de début du travail J[3], nous avons alors deux valeurs possibles pour

le couple (δ1, δ2) : (0, 3) (Figure 3.3.Cas(a)) et (1, 2) (Figure 3.3.Cas(b)).

Pour chacun des deux cas, nous pouvons donc écrire la matrice Q (voir Figure 3.4).
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-
J[1] J[2] J[3] J[4] J[5]

d = 7

-
J[1] J[2] J[3] J[4] J[5]

d = 7

(b)

(a)

FIG. 3.3 – Exemple avec 5 travaux

Travaux
J1 J2 J3 J4 J5

P
os

it
io

ns

Jsp δ2β1 δ2β2 δ2β3 δ2β4 δ2β5
Je1 δ1α1 δ1α2 δ1α3 δ1α4 δ1α5
Jt1 (δ2 + p)β1 (δ2 + p)β2 (δ2 + p)β3 (δ2 + p)β4 (δ2 + p)β5
Je2 (δ1 + p)α1 (δ1 + p)α2 (δ1 + p)α3 (δ1 + p)α4 (δ1 + p)α5
Jt2 (δ2 + 2p)β1 (δ2 + 2p)β2 (δ2 + 2p)β3 (δ2 + 2p)β4 (δ2 + 2p)β5
Jt3 (δ2 + 3p)β1 (δ2 + 3p)β2 (δ2 + 3p)β3 (δ2 + 3p)β4 (δ2 + 3p)β5
Jt4 (δ2 + 4p)β1 (δ2 + 4p)β2 (δ2 + 4p)β3 (δ2 + 4p)β4 (δ2 + 4p)β5

FIG. 3.4 – Matrice d’affectation avec 5 travaux

Dans le cas (a) avec (δ1, δ2) = (0, 3), la matrice correspondante et les éléments sélec-

tionnés pour minimiser les coûts d’affectation sont représentés dans la Figure 3.5.

Travaux
J1 J2 J3 J4 J5

P
os

it
io

ns

Jsp 15 6 21 12 15
Je1 0 0 0 0 0
Jt1 30 12 42 24 30
Je2 21 15 12 9 15
Jt2 45 18 63 36 45
Jt3 60 24 84 48 60
Jt4 75 30 105 60 75

FIG. 3.5 – Matrice d’affectation avec 5 travaux et (δ1, δ2) = (0, 3)

La solution est définie par la séquence (3,1,5,4,2) et sa valeur optimale pour le cas

(a) est 69 (voir la Figure 3.6).

-
J3 J1 J5 J4 J2

d = 7

(a)
α3E3 = 12 α1E1 = 0 β5T5 = 15 β4T4 = 24 β2T2 = 18

FIG. 3.6 – Solution optimale correspondant au Cas (a)

Dans le cas (b) avec (δ1, δ2) = (1, 2), la matrice correspondante et les éléments sélec-

tionnés pour minimiser le coût d’affectation sont représentés dans la figure 3.7.
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Travaux
J1 J2 J3 J4 J5

P
os

it
io

ns

Jsp 10 4 14 8 10
Je1 7 5 4 3 5
Jt1 25 10 35 20 25
Je2 28 20 16 12 20
Jt2 40 16 56 32 40
Jt3 55 22 77 44 55
Jt4 70 28 98 56 70

FIG. 3.7 – Matrice d’affectation avec 5 travaux et (δ1, δ2) = (1, 2)

La solution optimale correspond donc à la séquence (4, 3, 5, 1, 2) et est obtenue selon

le cas (b) pour une valeur de 67 (voir Figure 3.8).

-
J4 J3 J5 J1 J2

d = 7

(b)
α4E4 = 12 α3E3 = 4 β5T5 = 10 β1T1 = 25 β2T2 = 16

FIG. 3.8 – Solution optimale selon le cas (b)

Par conséquent, la solution optimale correspond à la meilleure des deux solutions

précédentes. La valeur optimale est alors 67 définie par la séquence optimale (4, 3, 5, 1,

2) ordonnancée selon le cas (b).

Nous allons maintenant étudier le cas de ℓ dates de fin souhaitées données où

les durées opératoires sont identiques. Afin d’illustrer notre approche, nous étudions

d’abord le cas de deux dates de fin souhaitées distinctes (ℓ = 2) notées par D1 et D2.

Sans perte de généralité, nous supposons que D1 ≤ D2. Dans la suite, D0 correspond à

la date zéro (D0 = 0) et pour une date Dj, un travail est dit splitting job si Si ≤ Dj < Ci

même si di 6= Dj.

3.3.2 Une seule machine avec deux dates de fin souhaitées

En général, il est possible d’avoir une solution optimale avec un temps mort entre

D1 et D2. En particulier, si la distance entre D1 et D2 est assez grande, il est facile

de montrer que le problème peut être résolu en temps polynomial. Autrement dit, si

D2 − D1 ≥ TD1 + ED2 où TD1 (resp. ED2) représente la somme des durées opératoires

des travaux avec date de fin souhaitée D1 (resp. D2) ordonnancés en retard (resp. en

avance). TD1 et ED2 sont obtenues en résolvant indépendamment chaque sous-problème

correspondant à l’ordonnancement du sous-ensemble des travaux pour une date de fin
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Dℓ,ℓ=1,2 en O(n3) (voir section 3.3.1).

Considérons maintenant le cas général. Sans perte de généralité, notons par Jsp1 et

Jsp2 les splitting jobs. Par définition, nous avons Ssp1 ≤ D1 < Csp1 et Ssp2 ≤ D2 < Csp2 .

Propriété 3.3.2 Il existe une solution optimale qui satisfait les conditions suivantes :

1. au maximum, il existe un seul temps mort dans l’intervalle du temps [D0, D1[,

2. au maximum, il existe un seul temps mort dans l’intervalle du temps [D1, D2[, et pas de

temps mort entre les travaux ordonnancés après la date D2,

3. s’il n’y a pas de temps mort dans l’intervalle [D1, D2[, il existe alors un travail Ji tel que

Si ∈ {D0, D1, D2},

4. s’il y a un temps mort dans l’intervalle [D1, D2[, il existe alors deux travaux Ji1 et Ji2 tels

que Si1 ∈ {0, D1} et Si2 = D2.

Preuve :

Pour montrer la propriété 3.3.2.(1 et 2), nous considérons une solution S avec des

temps morts intermédiaires ne respectant pas les deux premières propriétés (voir la

Figure 3.9). Nous pouvons toujours améliorer cette solution en déplaçant une sous-

séquence de travaux ordonnancée entre deux temps morts intermédiaires de façon à

les rapprocher de leur date de fin souhaitée respective. Ainsi, le coût d’avance et retard

total sera réduit. Il est à noter que les tâches placées entre D1 et D2 doivent être rangées

selon l’ordre de leur date de fin souhaitée.

-
D1 D2

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9

-
D1 D2

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9

-
D1 D2

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9

(a)

(b)

(c)

FIG. 3.9 – Exemple avec temps morts dans [D0, D1] et ]D1, D2] et après D2.

Pour montrer la propriété 3.3.2.(3), nous supposons qu’il existe une solution S dans

laquelle il n’y a pas de temps morts entre D1 et D2 et il n’existe aucun travail Ji tel que

Si ∈ {D0, D1, D2} (Voir Figure 3.10), i.e. il existe un temps mort à la date zéro.
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Soient ∆1 = min(S[1]; D1 − Ssp1 ; D2 − Ssp2) et ∆2 = min(Csp1 − D1; Csp2 − D2) ; soit

A1 (resp. A2) l’ensemble des travaux ordonnancés en avance (resp. en retard) selon S.

En fait, ∆1 (resp. ∆2) représente la quantité de temps minimale pour laquelle le dépla-

cement vers la gauche (resp. vers la droite) de la séquence des travaux permet d’avoir

Si ∈ {D0, D1, D2}. Soit α (resp. β) la somme des pondérations d’avance (resp. retard)

des travaux de A1 (resp. A2). Par conséquent, nous avons α = ∑i∈A1
αi et β = ∑i∈A2

βi.

Nous remarquons que :

– Si la séquence S est déplacée vers la gauche de ∆1 unités de temps, la variation

du coût global est définie par ∆1(∑i∈A1
αi −∑i∈A2

βi) = ∆1(α− β).

– Si la séquence S est déplacée vers la droite de ∆2 unités de temps, la variation du

coût global est définie par ∆2(∑i∈A2
βi −∑i∈A1

αi) = ∆2(β− α).

Ainsi, si α− β ≥ 0, nous pouvons alors améliorer cette solution en déplaçant la sé-

quence S vers la gauche, sinon, la séquence doit être déplacée vers la droite. Par consé-

quent, il existe un travail Ji tel que Si ∈ {0, D1, D2}.

-
D1 D2

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9

FIG. 3.10 – Exemple sans temps mort dans ]D1, D2]

Pour montrer la propriété 3.3.2.(4), nous considérons maintenant une solution S

pour laquelle, nous avons un temps mort entre D1 et D2. Ainsi, il existe deux sous-

séquences de travaux : l’une définie par les travaux ordonnancés autour de D1 notée

par σ1 et l’autre définie par les travaux ordonnancés autour de D2 notée par σ2. Par

définition, on note l’absence de temps mort dans σ1 et dans σ2 (voir la Figure 3.11).

Notons par Jk1 le dernier travail de la sous-séquence σ1 et par Jk2 le premier travail

de la sous-séquence σ2 (selon la Figure 3.11, Jk1 = J5 et Jk2 = J6).

S’il n’y a pas de temps mort au début de l’ordonnancement (Figure 3.11.Cas (a)),

alors Si1 = 0.

Considérons le cas (b) avec un temps mort au début de S (Figure 3.11.Cas (b)). Soit

∆1 = min(S[1]; Csp1 − D1) et ∆2 = min(D1 − Ssp1 ; Sk2 − Ck1) ; soit A1 (resp. A2) l’en-

semble des travaux en avance (resp. en retard) de la sous-séquence σ1 ; et soit α (resp.

β) la somme des pondérations d’avance (resp. retard) des travaux de A1 (resp. A2). Par

conséquent, nous avons α = ∑i∈A1
αi et β = ∑i∈A2

βi.

Selon la même approche utilisée pour montrer la propriété 3.3.2.(3), nous avons :
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– si α− β ≤ 0 nous pouvons améliorer la solution en déplaçant σ1 vers la gauche

de ∆1 unités de temps. Ainsi, soit le splitting job Jsp1 se termine à la date D1 soit

S[1] = 0 ;

– sinon, la sous-séquence σ1 doit être déplacée vers la droite de ∆2 unités de temps

pour obtenir une meilleure solution. Si ∆2 = D1 − Ssp1 , alors Ssp1 = D1 ; sinon on

supprime le temps mort intermédiaire.

Montrons maintenant que s’il y a un temps mort dans l’intervalle [D1, D2[, il existe

alors un travail Ji2 avec Si2 = D2. Considérons la sous-séquence σ2 des travaux ordon-

nancés autour de la date D2. Soient ∆′1 = min(Sk2 − Ck1 ; Csp2 − D2) et ∆′2 = D2 − Ssp2 .

Notons par A′1 (resp. A′2) l’ensemble des travaux définissant la deuxième sous-séquence

ordonnancés en avance (resp. en retard) et α′ (resp. β′) la somme des pondérations

d’avance (resp. retard) des travaux de A′1 (resp. A′2). Par conséquent, α′ = ∑i∈A′1
αi et

β′ = ∑i∈A′2
βi. Nous avons donc :

– si α′ − β′ ≤ 0, la solution peut être alors améliorée en déplaçant la sous-séquence

σ2 vers la gauche de ∆′1 unités de temps. Si ∆′1 = Csp2 − D2), alors Jsp2 se termine

à la date D2 ;

– sinon, la deuxième sous-séquence doit être déplacée vers la droite de ∆′2 unités de

temps. Ainsi, Ssp2 = D2.

-
D1 D2

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9
(b)

-
D1 D2

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9
(a)

FIG. 3.11 – Exemple avec un temps mort dans ]D1, D2]

Pour résumer, il existe une solution optimale respectant au moins une des configu-

rations suivantes (voir Figure 3.12) :

– Cas (a) : Ssp1 = D1 et Ssp2 = D2 ;

– Cas (b) : Ssp1 = D1 et un seul temps mort au début (pas de temps mort entre D1

et D2) ;

– Cas (c) : Ssp2 = D2 et un seul temps mort au début (pas de temps mort entre D1 et

D2) ;

– Cas (d) : Ssp2 = D2 et un seul temps mort entre D1 et D2 (pas de temps mort au

début) ;
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– Cas (e) : Ssp1 6= D1 et Ssp2 6= D2 et il n’y a pas de temps mort au début ni dans

l’intervalle [D1, D2].

Nous déduisons les deux cas suivants :

– s’il n’existe pas un temps mort entre D1 et D2 alors les travaux forment un seul

bloc respectant la propriété 3.3.2.(3). Pour chaque cas Si ∈ {0, D1, D2}, il est facile

de déterminer tous les instants possibles définissant par la suite les dates de début

d’exécution des travaux. Le nombre total de dates possibles est 2 × n, puisque

nous devons considérer n positions avant Si et n− 1 positions après Si.

– s’il existe un temps mort entre D1 et D2, alors les travaux forment deux blocs

respectant la propriété 3.3.2.(4). Le problème consiste donc à chercher la position

du temps mort. Cette position correspond au nombre de travaux ordonnancés à

partir de D1 et avant le temps mort. Au maximum n positions de temps mort

possibles doivent être considérées. Ainsi, pour chaque bloc de travaux, le nombre

des instants de début d’exécution des travaux est borné par 2× n. Nous avons

donc au maximum 4 × n dates de débuts qui doivent respecter les conditions

suivantes :

– les différentes dates de début d’exécution définissant toutes les positions pos-

sibles du premier bloc ne doivent pas être plus grandes que la date de début

du temps mort,

– les différentes dates de début d’exécution définissant toutes les positions pos-

sibles du second bloc ne doivent pas être plus petites que la date de début du

temps mort.

En conclusion, nous avons n + 1 configurations différentes : sans temps mort inter-

médiaire et n positions possibles pour ce temps mort. Ainsi, pour chacune des n + 1

configurations, on détermine les différents instants de début d’exécution – sans se pré-

occuper de chercher quel travail doit être exécuté à quelle date. Nous construisons

par la suite la matrice des coûts d’affectation. La taille de cette matrice est bornée par

(4n× n). Ainsi, pour chaque configuration, une solution optimale peut être déterminée

en O(n3).

La solution optimale globale correspond donc à la meilleure des 2n + 3 solutions

trouvées : 3 solutions différentes pour la première configuration (sans temps mort) tout

en considérant la propriété 3.3.2.(3) et 2 solutions obtenues pour chacune des n confi-

gurations restantes tout en considérant la propriété 3.3.2.(4).
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Théorème 3.3.3 Une solution optimale pour le problème d’ordonnancement

1|di ∈ {D1, D2}|∑(αiEi + βiTi) peut être déterminée en O(n4).

-
D1

Jsp1 Jsp2

D2

-
D1

Jsp1 Jsp2

D2

-
D1

Jsp1 Jsp2

D2

-
D1

Jsp1 Jsp2

D2

-
D1

Jsp1 Jsp2

D2

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIG. 3.12 – Exemple avec 5 travaux autour de D1 et 4 travaux autour de D2

3.3.3 Une seule machine avec famille de dates de fin souhaitées

Pour généraliser le résultat au cas de l’ordonnancement des travaux sur une seule

machine avec ℓ dates de fin souhaitées distinctes, nous allons montrer comment construire

les différentes matrices de coûts d’affectation des travaux à partir d’une configuration

d’affectation des temps morts intermédiaires.

Sans perte de généralité, nous supposons que les dates de fin souhaitées sont ran-

gées selon l’ordre non-décroissant. Soit Dj la j-ème date de fin souhaitée (Dj ∈ D, 0 ≤

j ≤ ℓ). L’instant 0 est modélisé par D0.

Soit Xj une variable entière indiquant la position du temps mort entre Dj−1 et Dj.

Xj correspond donc au nombre de travaux ordonnancés entre la date Dj−1 et la date de

début du temps mort. Nous avons donc :

– s’il n’existe pas un temps mort au début de l’ordonnancement, alors X0 = 0 ;

sinon X0 = 1. Ainsi, X0 ∈ {0, 1},

– s’il n’existe pas un temps mort entre Dj−1 et Dj, alors Xj = 0 ; sinon Xj = y avec

1 ≤ y ≤ n− 1. En effet, le nombre de positions possibles d’un temps mort entre

Dj−1 et Dj est borné par n − 1 (cf. 3.3.1). Nous avons donc Xj ∈ {0, 1, . . . , n −
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1}(0 < j < ℓ). Si Xj = 1 alors il n’existe pas un splitting job à la date Dj.

Par exemple, examinons les différentes valeurs de Xj selon la Figure 3.12 :

– Cas (a) : d’une part, il existe un temps mort au début de l’ordonnancement, nous

avons donc X0 = 1. D’autre part, trois travaux sont exécutés à partir de la date D1

et avant le temps mort. Le splitting job est à la position 1, les deux autres travaux

sont respectivement à la position 2 et 3. Ainsi, le temps mort se trouve à la position

4. D’où X1 = 4 ;

– Cas (b) : X0 = 1 et X1 = 0 ;

– Cas (c) : X0 = 1 et X1 = 0 ;

– Cas (d) : X0 = 0 et X1 = 4 ;

– Cas (e) : X0 = 0 et X1 = 0.

Pour déterminer une solution optimale, nous devons donc analyser les cas suivants :

– X0 = 0 : il n’existe pas de temps mort initial

– X0 = 1 : il existe un temps mort initial

– Xj = 0 et j > 0 : il n’existe pas de temps mort entre Dj−1 et Dj

– Xj = 1 et j > 0 : le seul temps mort entre Dj−1 et Dj est à la position du splitting

job,

– Xj = y, y > 1 et j > 0 : le seul temps mort entre Dj−1 et Dj est à la position y.

Dans ce cas, nous avons un splitting job qui débute au plus tard à la date Dj−1

Notons par X le domaine de définition des valeurs possibles de Xj, ∀j, j = 0, . . . , ℓ−

1. La taille de X est donc bornée par O(nℓ−1).

Pour chaque vecteur X (définissant une configuration possible des différentes posi-

tions des temps morts), nous pouvons déduire alors les différents blocs, au maximum

ℓ. Pour l’instant, aucune affectation des travaux aux blocs n’est considérée. Ces blocs

représentent en effet les futures sous-séquences de travaux ordonnancés entre deux

temps morts successifs. Néanmoins, il est évident qu’il existe une solution optimale où

l’intervalle de temps d’exécution des travaux d’une sous-séquence donnée contient une

ou plusieurs dates de fin souhaitées (au maximum ℓ dates de fin souhaitées).

Ainsi, nous présentons quelques propriétés du problème étudié.

Propriété 3.3.4 Il existe une solution optimale qui satisfait les conditions suivantes :

1. au maximum, il existe un seul temps mort dans l’intervalle [D0, D1[

2. au maximum, il existe un seul temps mort entre deux dates de fin souhaitées adjacentes

Dj−1 et Dj, et pas de temps mort entre les travaux ordonnancés après la date Dℓ,
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3. Pour une sous-séquence donnée, il existe un travail Ji et Dj, j ≥ 0 tel que Si = Dj.

Preuve : nous n’allons pas présenter ici les preuves car elles peuvent être obtenues de

la même façon que pour le cas de deux dates de fin souhaitées communes (cf. 3.3.2).

Par conséquent, pour une sous-séquence donnée, les dates de début d’exécution

définissant les différentes positions des travaux peuvent être calculées de la façon sui-

vante : en partant d’une date Dj, j ≥ 0, on retranche p de Dj autant que possible à condi-

tion que la variable indiquant la position du temps mort précédant la sous-séquence ne

s’annule pas. De façon symétrique, on additionne p à Dj autant que possible à condi-

tion que la variable indiquant la position du temps mort suivant la sous-séquence ne

s’annule pas.

Par exemple, soient les valeurs des deux premières variables Xj données par : X0 =

1 et X1 = 2. Nous avons donc un premier bloc de travaux avec un temps mort au début

de l’ordonnancement. Comme X1 = 2, cela implique que la dernière position de ce bloc

n’est autre que celle du splitting job. Dans ce cas, le splitting job débute à la date D1.

Ainsi, nous avons au maximum k =
⌊

D1−1
p

⌋

positions avant D1. Les différentes dates

de début d’exécution sont données par : S[r] = D1− (k− r)×
⌊

D1−1
p

⌋

, pour toute valeur

de r ∈ {1, . . . , k}.

Par conséquent, pour un bloc donné, on génère au maximum ℓ + 1 sous-séquences

différentes. Chacune présente une certaine configuration de dates de début d’exécution

calculées à partir d’une date de fin souhaitée Dj appartenant à l’intervalle du temps

couvrant l’exécution de l’ensemble des travaux pouvant appartenir au bloc considéré.

Comme pour le cas ℓ = 2, on peut montrer que le nombre de positions est limité par

O(2nℓ). En effet, pour chaque sous-séquence, nous avons au maximum n positions

avant (resp. après) le travail débutant à une date de fin souhaitée.

Après avoir déterminé toutes les positions possibles de toutes les sous-séquences

(au plus (ℓ + 1)ℓ cas possibles), on détermine le coût minimum de l’affectation d’un

travail à une date de début d’exécution parmi celles définies précédemment.

L’affectation optimale pour une configuration des temps morts donnée, est déter-

minée en O(ℓn3).

Théorème 3.3.5 Une solution optimale pour le problème d’ordonnancement 1|pi = p, di ∈

D, |D| ≤ ℓ|∑(αiEi + βiTi) peut être déterminée en O(ℓℓ+1nℓ+2).
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3.3.4 Machines uniformes avec famille de dates de fin souhaitées

En suivant la même démarche que précédemment, nous proposons de généraliser

les résultats obtenus au cas de m machines parallèles uniformes avec ℓ dates de fin

souhaitées.

Soit X(i,j) une variable entière indiquant la position du temps mort entre Dj−1 et Dj

sur la machine Mi avec :

– s’il n’existe pas de temps mort au début de l’ordonnancement sur Mi alors X(i,0) =

0 ; sinon X(i,0) = 1. Nous avons donc X(i,0) ∈ {0, 1},

– sur la machine Mi, s’il n’existe pas un temps mort entre Dj−1 et Dj, alors X(i,j) =

0 ; sinon, X(i,j),0<j<ℓ = y avec 1 ≤ y ≤ n − 1. En effet, le nombre de positions

possibles d’un temps mort entre Dj−1 et Dj est borné par n − 1 (cf. 3.3.1). Nous

avons donc X(i,j),0<j<ℓ ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Notons que si Xj = 1 alors il n’existe

pas un splitting job à la date Dj.

X représente le domaine de définition des différentes valeurs possibles des

X(i,j),i=1,...,m;j=0,...,(ℓ−1). La taille de X est donc bornée par O(2mnm(ℓ−1)).

Comme précédemment, pour chaque vecteur dans X définissant une configuration

possible des temps morts, et pour chaque machine nous déterminons l’ensemble des

sous-séquences de travaux formant un bloc (pas de temps mort intermédiaire entre les

travaux appartenant à la même sous-séquence). Nous avons au maximum mℓ sous-

séquences.

Conformément à la propriété 3.3.4 et pour chaque sous-séquence, il existe un travail

pour lequel sa date de début d’exécution correspond à une date de fin souhaitée ou

0 (au maximum ℓ + 1 cas possibles). Ainsi, nous pouvons déterminer l’ensemble des

dates de début d’exécution des autres travaux qui vont être affectés à la sous-séquence

considérée.

Pour une configuration des temps morts donnée, nous avons donc au maximum

(ℓ + 1)mℓ cas pour déterminer toutes les dates de début d’exécution possibles des tra-

vaux sur les m machines. Pour chaque cas, une matrice d’affectation est définie. Le

nombre de positions total est borné par O(2nmℓ). Par conséquent, l’affectation optimale

des travaux aux différentes positions est calculée en O(mℓn3).

Théorème 3.3.6 Une solution optimale pour le problème d’ordonnancement Qm|pi = p, di ∈

D, |D| ≤ ℓ|∑(αiEi + βiTi) peut être déterminée en O(m2mℓmℓ+1nm(ℓ−1)+3).
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Remarque 3.3.1 La complexité pour le cas de machines identiques est la même (i.e.

O(m2mℓmℓ+1nm(ℓ−1)+3)). En effet, la complexité ne dépend pas de la performance des machines.

Néanmoins, les vitesses des machines doivent être considérées pour déterminer les matrices d’af-

fectation.

3.4 Durées opératoires quelconques

Nous considérons maintenant le cas général où n travaux indépendants doivent être

ordonnancés sur m machines parallèles générales pour la minimisation de la somme de

l’avance et retard pondérés. Le problème est noté Pm|di = d, non− restrictive|∑(αiEi +

βiTi). Connu N P-difficile, nous nous sommes focalisés sur l’étude de l’existence d’un

schéma d’approximation polynomial (PTAS). En effet, en s’appuyant sur la technique

dite Partitionnement des ratios proposée par Afrati et Milis [4], nous montrons que le

problème étudié admet un PTAS. La technique utilisée a été initialement proposée pour

montrer l’existence d’un PTAS pour le problème Rm||∑ wiCi [3].

Tout d’abord, étudions le cas d’une seule machine.

3.4.1 PTAS pour le cas d’une seule machine

Tous les travaux Ji (i = 1, . . . , n) doivent être réalisés pour une date de fin souhaitée

d assez grande, i.e. cas non-restrictif. Le problème d’ordonnancement considéré est noté

1|di = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi). Nous présentons d’abord quelques nouvelles

notations utilisées dans cette partie.

– I1, I2 : l’intervalle de temps (0, d] and [d, +∞) ;

– J[i] ou [i] : le travail à la i-ème position pour une séquence donnée ;

– W(1)
[i] : la somme des pondérations d’avance des (i− 1) premiers travaux avec J[i]

le i-ème travail ordonnancé en avance :

W(1)
[i] =







∑
i−1
l=1 α[l] si C[i] ≤ d

0 sinon

– W(1)
i : la somme des pondérations d’avance des travaux ordonnancés avant le
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travail Ji avec Ji un travail ordonnancé en retard :

W(1)
i =







W(1)
[l] si Ji est ordonnancé à la l-ème position et C[l] ≤ d

0 sinon

– W(2)
[i] : la somme des pondérations de retard des travaux ordonnancés en retard

entre la position i et la dernière position n :

W(2)
[i] =







∑
n
l=i β[l] si C[i] > d

0 sinon

– W(2)
i : la somme des pondérations de retard du travail Ji et des travaux ordonnan-

cés après Ji, Ji un travail en retard :

W(2)
i =







W(2)
[l] si Ji est ordonnancé à la l-ème position et C[l] > d

0 sinon

– W[i] : la somme des pondérations d’avance et retard total par rapport au travail

ordonnancé à la i-ème position (travail J[i]) ; W[i] = W(1)
[i] + W(2)

[i]

– Wi : la somme des pondérations d’avance et retard total par rapport au travail Ji) ;

Wi = W(1)
i + W(2)

i

– Z = f (S) = ∑
n
i=1(αiEi + βiTi) : l’objectif à minimiser.

3.4.1.1 Reformulation de la fonction objectif

Selon la propriété 3.2.4, la fonction objectif d’une solution optimale Z = ∑
n
i=1(αiEi +

βiTi) peut être écrite sous la forme suivante : Z = ∑
n
i=1 piWi.

En effet, pour une séquence optimale S∗, soit J[k] le travail juste-à-temps. Nous avons

donc :

n

∑
i=1

αiEi =
k

∑
i=1

α[i]E[i] =
k

∑
i=1

(

α[i]

k

∑
l=i+1

p[l]

)

=
k

∑
l=1

(

p[l]

l−1

∑
i=1

α[i]

)

=
k

∑
l=1

p[l]W
(1)
[l] =

k

∑
l=1

p[l]W[l]
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et

n

∑
i=1

βiTi =
n

∑
i=k+1

β[i]T[i] =
n

∑
i=k+1

(

β[i]

i

∑
l=k+1

p[l]

)

=
n

∑
l=k+1

(

p[l]

n

∑
i=l

β[i]

)

=
n

∑
l=k+1

p[l]W
(2)
[l] =

n

∑
l=k+1

p[l]W[l].

⇒ Z = ∑
k
l=1 p[l]W[l] + ∑

n
l=k+1 p[l]W[l] = ∑

n
l=1 p[l]W[l].

Exemple : soient 9 travaux ordonnancés selon le diagramme de Gantt de la figure

3.13.

-1 2 3 4 5 6 7 8 9
d

FIG. 3.13 – Reformulation de la fonction objectif pour 9 travaux

La valeur de l’objectif est donc :

Z = α1(p2 + p3 + p4 + p5) + α2(p3 + p4 + p5) + α3(p4 + p5) + α4(p5)

+β6(p6) + β7(p6 + p7) + β8(p6 + p7 + p8) + β9(p6 + p7 + p8 + p9)

= 0.p1 + α1 p2 + (α1 + α2)p3 + (α1 + α2 + α3)p4 + (α1 + α2 + α3 + α4)p5

+(β6 + β7 + β8 + β9)p6 + (β7 + β8 + β9)p7 + (β8 + β9)p8 + β9 p9

= W(1)
1 p1 + W(1)

2 p2 + W(1)
3 p3 + W(1)

4 p4 + W(1)
5 p5

+W(2)
6 p6 + W(2)

7 p7 + W(2)
8 p8 + W(2)

9 p9

=
9

∑
i=1

piWi.

La réécriture de la fonction objectif nous permet donc de nous référer aux résul-

tats de la littérature spécialisée définissant des schémas d’approximation pour les pro-

blèmes d’ordonnancement monocritères de type min-sum (voir l’état de l’art dans [4]).

En effet, pour notre problème, nous allons suivre la démarche qui a permis de définir

un PTAS pour le Rm||∑ wiCi [3].

Toutefois, on peut penser que les deux problèmes suivants R2||∑ Ci (notons ici

wi = 1, pour tout i) et 1|pi = 1, di = d, non − restrictive|∑(αiEi + βiTi) sont équiva-

lents en faisant la correspondance suivante : les durées opératoires des travaux sur
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la première (resp. deuxième) machine du R2||∑ Ci correspondent aux αi (resp. βi).

Malheureusement, une solution optimale pour le problème 1|pi = 1, di = d, non −

restrictive|∑(αiEi + βiTi) n’est pas forcément optimale pour le cas polynomial R2||∑ Ci.

Ci-dessous un exemple montrant qu’une solution optimale pour l’un n’est pas forcé-

ment optimale pour l’autre.

Exemple : Soit une instance de 5 travaux. Les pénalités d’avances et retards pour le

problème 1|pj = 1, dj = d, non− restrictive |∑ αiEi + βiTi sont présentées dans la Table

3.3.

TAB. 3.3 – Durées opératoires et les poids (pénalités d’avance et de retard) des travaux
J1 J2 J3 J4 J5

pi 1 1 1 1 1
αi 6 5 7 2 5
βi 5 4 2 4 4

Soit p1,i (resp. p2,i) la durée opératoire de Ji,i=1,...,n sur la première (resp. la deuxième)

machine pour le problème R2||∑ Ci, avec : p1,i = αi ; p2,i = βi. Le diagramme de Gantt

de la figure 3.14 illustre une solution optimale avec : Z(S∗) = ∑ Ci = 2 + 8 + 2 + 6 + 10

= 28.

6

-

-

J1

J3

J4

J2

M1

M2

2 8

102 6
J5

FIG. 3.14 – Solution optimale S∗ pour le R2||∑ Ci

La séquence S∗ définit une partition de tous les travaux en deux sous-ensembles. A

partir de cette solution nous pouvons construire une meilleure solution pour le 1|di =

d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi) comme suit : les travaux ordonnancés sur M1 (resp.

M2) sont en avance (en retard). Ainsi, la meilleure solution pour le problème 1|pi =

1, di = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi) est de 20, illustrée par le diagramme de Gantt

de la figure 3.15).

-J2J4 J1 J5

d

∑(Eαi + Tβi) = 2 0 4 8+ + + = 20
J3

6+

FIG. 3.15 – Une meilleure solution déduite de la solution optimale du R2||∑ Ci
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Or, pour le 1|pi = 1, di = d, non − restrictive|∑(αiEi + βiTi), on peut trouver une

solution optimale S′ de valeur 17 (cf. Figure 3.16).

-J5J4 J2 J1

d

∑(Eαi + Tβi) = 4 5 0 4+ + + = 17
J3

4+

FIG. 3.16 – Solution optimale du problème 1|dj = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi)

Evidemment, selon S′, la répartition des travaux sur les machines ne correspond

à aucune solution optimale du R2||∑ Ci. Au mieux, nous obtenons une solution res-

pectant une telle partition des travaux avec ∑ Ci = 2 + 7 + 13 + 2 + 6 = 30 (cf. figure

3.17).

6

-

-

J2

J3

J4

J5

M1

M2

2 7 13

2 6
J1

FIG. 3.17 – Solution déduite à partir de S′ pour le R2||∑ Ci

En conclusion, l’affectation des travaux aux machines ne nous permet pas de dé-

duire l’ensemble des travaux en avance et en retard pour le problème JàT. Néanmoins,

pour le R2||∑ wiCi, la durée opératoire dépend de la machine sur laquelle le travail est

exécuté. Par analogie, pour le 1|di = d, non − restrictive|∑(αiEi + βiTi), les pénalités

dépendent des intervalles de temps [0, d] et ]d, +∞). Par conséquent, nous montrons

qu’une adaptation de l’algorithme de programmation dynamique présenté dans [3]

appliqué aux matrices d’incidence (voir définition 3.4.3) du problème 1|di = dnon −

restrictive|∑(αiEi + βiTi) permet de définir un PTAS.

3.4.1.2 Schéma d’Approximation en Temps Polynomial

Pour le cas d’une seule machine, si on connaît les deux sous-ensembles de travaux

qui doivent être ordonnancés en avance et en retard, alors une solution optimale est

obtenue selon la règle ’V-shape’. Pour le PTAS, deux étapes principales seront donc

nécessaires. L’idée générale est la suivante : la première étape a pour objectif de sim-

plifier la taille des entrées en utilisant la technique d”’arrondi géométrique”. En effet,

cette technique nous permet de prendre une décision pour un certain nombre de tra-
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vaux (ceux ordonnancés en avance et ceux en retard). Nous obtenons donc deux sous-

ensembles de travaux : ”décidés” et ”non-décidés”. Par la suite, nous nous concentrons

seulement sur les décisions à prendre pour les travaux ”non-décidés”. C’est l’objectif

de la deuxième étape où nous allons montrer que l’ensemble de toutes les répartitions

possibles des travaux non-décidés dans l’ensemble des travaux en avance ou dans l’en-

semble des travaux en retard est borné. Ainsi, le programme dynamique définissant le

PTAS est déduit.

Simplification de la taille des entrées

Proposition 3.4.1 Transformer les pénalités d’avance, les pénalités de retard et les durées opé-

ratoires en des puissances entières de (1 + ε), le coût global sera donc augmenté au plus de

(1 + O(ε)).

Preuve : Les deux étapes suivantes nous permettent en effet d’arrondir les diffé-

rentes données du problème. Tout d’abord, on multiplie chaque durée opératoire par

1 + ε. La valeur de la solution sera donc augmentée d’un montant égal, i.e. 1 + ε. Puis

on remplace chaque nouvelle valeur par une plus grande puissance de 1 + ε mais in-

férieure à la nouvelle valeur. Il est à noter que la valeur finale obtenue est toujours

supérieure à la valeur initiale. En opérant de la même façon sur les pénalités d’avance

et de retard, on peut montrer que l’augmentation du coût total de la solution est bornée

par (1 + ε)2 = 1 + 2ε + ε2 ≤ 1 + 3ε. 2

Soient S une solution optimale et J[1] le travail exécuté en première position dans S.

Proposition 3.4.2 Sous l’hypothèse de αmin ≤ αi ≤ αmax et αmax/αmin ≤ 2, l’ordonnance-

ment des travaux ayant αi < εβi en avance et l’ordonnancement des travaux ayant βi < εαi en

retard (sauf le travail J[1]) augmentera le coût global d’au plus de (1 + O(ε)) f (S).

Preuve : Pour une solution S optimale, soit A (resp. B) l’ensemble des travaux or-

donnancés en retard tels que αi < εβi (resp. en avance tels que βi < εαi). Soit S′ l’ordon-

nancement construit à partir de S où tous les travaux deA sont déplacés et ordonnancés

en avance selon l’ordre inversé de leur apparition dans S. Leur placement en avance ne

respecte pas nécessairement le ”V-shape”.

Considérant un travail Ji ∈ A. Ji est inséré avant la date d et juste après le dernier

travail Jj satisfaisant l’inégalité W(1)
j (S) ≤ W(2)

i (S) ; de même pour tous les travaux de
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A. Si deux travaux de A doivent être insérés à la même position, nous devons donc

respecter l’ordre inverse de leur apparition initiale, c-à-d dans S.

Ainsi, dans S′, tous les travaux ordonnancés après d ont un poids de retard cu-

mulé inférieur ou égal à la somme des pondérations des retards des mêmes travaux

dans S. Les travaux ordonnancés en avance dans S′ ont un nouveau poids d’avance

cumulé (la somme des pondérations de l’avance). On note par W(1)
i (S′) le nouveau

poids d’avance cumulé de chaque travail Ji ∈ A dans S′. Par hypothèse, du fait que

∑k∈A,W(2)
k (S)≤W(2)

i (S)
βk ≤W(2)

i (S), nous avons :

W(1)
i (S′) = W(1)

j (S) + ∑
k∈A,W(1)

k (S)<W(2)
i (S)

αk + αj

≤ W(2)
i (S) + ∑

k∈A,W(1)
k (S)<W(2)

i (S)

αk + αj

≤ W(2)
i (S) + ∑

k∈A,W(1)
k (S)<W(2)

i (S)

αk + 2αi

< W(2)
i (S) + 2 ∑

k∈A,W(1)
k (S)≤W(2)

i (S)

αk

≤ W(2)
i (S) + 2 ∑

k∈A,W(1)
k (S)≤W(2)

i (S)

εβk

≤ W(2)
i (S) + 2εW(2)

i (S)

≤ (1 + 2ε)W(2)
i (S).

Il faut maintenant calculer la nouvelle somme des pondérations d’avance (poids

d’avances cumulés) de chaque travail initialement ordonnancé en avance dans S et exé-

cuté après la position d’insertion des travaux de A. Nous avons :

W(1)
k (S′) = W(1)

k (S) + ∑
i∈A,W(1)

k (S)>W(2)
i (S)

αi

≤ W(1)
k (S) + ∑

i∈A,W(1)
k (S)>W(2)

i (S)

εβi

≤ W(1)
k (S) + ε max

i∈A,W(1)
k (S)>W(2)

i (S)

W(2)
i (S)

≤ W(1)
k (S) + εW(1)

k (S) ≤ (1 + ε)W(1)
k (S).

D’où : f (S′) ≤ (1 + 2ε) f (S).
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Maintenant nous considérons le déplacement des travaux de B. Soit S′′ l’ordon-

nancement construit à partir de S′ où tous les travaux de B ont été déplacés et or-

donnancés en retard selon l’ordre inversé de leur apparition dans S′. Leur placement

en retard ne respecte pas nécessairement le ”V-shape”. Considérant un travail Ji ∈ B.

Ji est inséré après la date d et juste avant le premier travail Jj satisfaisant l’inégalité

W(2)
j (S′) ≤ W(1)

i (S′) ; de même pour tous les travaux de B. Si deux travaux de A

doivent être insérés à la même position, nous devons donc respecter l’ordre inverse

de leur apparition initiale, c-à-d dans S′.

Ainsi, dans S′′, tous les travaux ordonnancés avant d ont un poids de retard cu-

mulé inférieur ou égal à la somme des pondérations des retards des mêmes travaux

dans S′. Les travaux ordonnancés en retard dans S′′ ont un nouveau poids de retard

cumulé (la somme des pondérations du retard). On note par W(2)
i (S′′) le nouveau

poids de retard cumulé de chaque travail Ji ∈ B dans S′′. Par hypothèse, du fait que

∑k∈B,W(1)
k (S′)<W(1)

i (S′)
αk ≤W(1)

i (S′) et αi ≤ 2αmin ≤ 2W(1)
i (S′) (car Ji 6= J[1]), nous avons :

W(2)
i (S′′) = W(2)

j (S′) + ∑
k∈B,W(1)

k (S′)≤W(1)
i (S′)

βk

≤ W(1)
i (S′) + ∑

k∈B,W(1)
k (S′)≤W(1)

i (S′)

εαk

≤ (1 + ε)W(1)
i (S′) + εαi

≤ (1 + 3ε)W(1)
i (S′).

Il faut maintenant calculer la nouvelle somme des pondérations de retard (poids de

retard cumulés) de chaque travail initialement ordonnancé en retard dans S′ et exécuté

avant la position d’insertion des travaux de B. Nous avons :

W(2)
k (S′′) = W(2)

k (S′) + ∑
i∈B,W(2)

k (S′)>W(1)
i (S′)

βi

≤ W(2)
k (S′) + ∑

i∈B,W(2)
k (S′)>W(1)

i (S′)

εαi

≤ W(2)
k (S′) + ε max

i∈B,W(2)
k (S′)>W(1)

i (S′)
(W(1)

i (S′) + αi)

≤ W(2)
k (S′) + 3ε max

i∈B,W(2)
k (S′)>W(1)

i (S′)
W(1)

i (S′)

≤ (1 + 3ε)W(2)
k (S′).
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D’où : f (S′′) ≤ (1 + 3ε) f (S′) ≤ (1 + 3ε)(1 + 2ε) f (S).

Remarque : la solution S′ peut être améliorée en exécutant les travaux selon la règle

V-shape. La solution obtenue est toujours bornée par (1 + O(ε)) f (S). 2

Définition 3.4.1 Concernant les décisions à prendre, les trois situations suivantes sont à consi-

dérer :

1. Travaux décidés

– Travail Ji est dit décidé en avance ssi αi < εβi

– Travail Ji est dit décidé en retard ssi βi < εαi

2. Travail avance/retard non-décidé

– Travail Ji est dit un travail avance/retard non-décidé ssi εβi ≤ αi ≤ βi/ε ⇔

εαi ≤ βi ≤ αi/ε

Par la suite, nous allons montrer que l’ensemble de toutes les répartitions possibles

des travaux non-décidés en deux sous-ensembles (avance et retard) est borné. Pour cela,

nous allons d’abord définir les types de travaux comme suit.

Définition 3.4.2 Le type Tr,r′ est l’ensemble des travaux ayant la même paire de ratios (αi/pi, βi/pi).

Tr,r′ est défini comme suit : Tr,r′ = {i|r
(1)
i = r ∧ r(2)

i = r′} où r(1)
i = αi/pi et r(2)

i = βi/pi.

Soit Wr,r′ la somme des poids (pénalités d’avance et de retard) totale des travaux de

type Tr,r′ , et soit Pr,r′ la somme des durées opératoires des travaux de type Tr,r′ .

Pour une séquence S donnée, soit T(1)
r,r′ (S) l’ensemble des travaux de type Tr,r′ ordon-

nancés dans l’intervalle [0, d], et soit T(2)
r,r′ (S) l’ensemble des travaux de type Tr,r′ ordon-

nancés en retard. Soient W(l)
r,r′(S) et P(l)

r,r′(S) la somme des poids et la somme des durées

opératoires des travaux de T(l)
r,r′(S) pour tout l = 1, 2. On définit : f (l)

r,r′(S) = P(l)
r,r′(S)/Pr,r′

Nous considérons l’ensemble des travaux ayant des durées opératoires inférieures à

ε× Pr,r′ , noté par Tr,r′,ε. Soit Pr,r′,ε la somme des durées opératoires des travaux de Tr,r′,ε.

Pour la séquence S, T(1)
r,r′,ε(S) (resp. T(2)

r,r′,ε(S)) définit l’ensemble des travaux de Tr,r′,ε

ordonnancés dans l’intervalle [0, d]. (resp. dans l’intervalle (d, +∞)). Soient W(l)
r,r′ ,ε(S)

et P(l)
r,r′,ε(S) la somme des poids et la somme des durées opératoires des travaux de

T(l)
r,r′,ε(S) pour tout l = 1, 2. Par conséquent, Pr,r′,ε = P(1)

r,r′,ε(S) + P(2)
r,r′,ε(S). Nous définis-

sons f (l)
r,r′,ε(S) = P(l)

r,r′,ε(S)/Pr,r′,ε(S) pour tout l = 1, 2.

Afin de montrer que la taille de chaque type Tr,r′ est bornée par une fonction en ε,

nous devons concaténer les petits travaux (i.e. de petites durées opératoires) du même

type pour former de nouveaux travaux. Ces nouveaux travaux sont dits ”travaux fictifs”.
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Proposition 3.4.3 Pour une séquence S quelconque, si f (1)
r,r′ ,ε(S) ≤ ε, alors tous les petits tra-

vaux appartenant à Tr,r′,ε peuvent être déplacés et ordonnancés selon la règle WSPT après la

date d.

Preuve. Les travaux du même type ordonnancés en avance (appartenant à T(1)
r,r′,ε(S))

seront déplacés et insérés juste après les travaux T(2)
r,r′,ε(S). Ainsi, la date de fin d’exécu-

tion de chaque travail ordonnancé après ceux de T(2)
r,r′,ε(S) sera augmenté d’un facteur

borné par :
Pr,r′,ε(S)

P(1)
r,r′,ε(S)

=
Pr,r′,ε(S)

Pr,r′,εS)− P(2)
r,r′,ε(S)

≤
1

1− ε
= 1 +

ε

1− ε

Le nouveau coût des travaux de Tr,r′,ε est donc augmenté d’un facteur borné par :

Wr,r′ ,ε(S)

W(1)
r,r′ ,ε(S)

=
Wr,r′ ,ε(S)

Wr,r′ ,ε(S)−W(2)
r,r′ ,ε(S)

≤
1

1− ε
= 1 +

ε

1− ε

Le coût global est par conséquent augmenté d’un facteur borné par (1 + ε/(1− ε))2.

2

Soient deux sous-ensembles suivants : A1 ⊆ T(1)
r,r′,ε(S) et A2 ⊆ T(2)

r,r′,ε(S) avec |A1| =

|A2| et |∑Ji∈A1
pi −∑Ji∈A2

pi| ≤ ε min(∑Ji∈A1
pi; ∑Ji∈A2

pi), nous avons :

Proposition 3.4.4 L’augmentation du coût dûe aux permutations des travaux des deux sous-

ensembles A1 et A2 est négligeable.

Preuve. idem que la preuve de la proposition 3.4.3. 2

Proposition 3.4.5 Nous pouvons supposer que : pi ≥ ε4Pr,r′ ,ε pour tout i ∈ Tr,r′,ε. Par consé-

quent, chaque type de travail Tr,r′ a au plus (2/ε4) éléments. Sous cette hypothèse, l’augmenta-

tion du coût global est négligeable.

Preuve. Considérons tous les travaux du même type dont la durée opératoire est in-

férieure à ε4Pr,r′ . Les petits travaux du même type sont partitionnés en sous-groupes de

sorte que la somme des durées opératoires des travaux de chaque sous-groupe est dans

l’intervalle [ε4Pr,r′,ε, 3ε4Pr,r′ ,ε]. L’ensemble des sous-groupes peut être obtenu comme

suit : on classe d’abord ces travaux selon l’ordre SPT ; puis en parcourant la liste obte-

nue on ajoute au sous-groupe un nouveau travail tant que la durée opératoire cumulée

est inférieure à ε4Pr,r′,ε. Chaque sous-groupe obtenu est appelé ”travail fictif”. Le poids
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(pénalité d’avance-retard) d’un travail fictif est donné par la somme des poids cumulés

des petits travaux formant le sous-groupe en question. La durée opératoire du travail

fictif n’est autre que la durée opératoire cumulée.

Comme les travaux du même type ont les mêmes ratios, ils peuvent donc être or-

donnancés consécutivement dans un ordre quelconque. Ainsi, nous pouvons supposer

que ces travaux sont ordonnancés en avance (resp. en retard) selon l’ordre LPT (resp.

SPT).

Selon les propositions 3.4.3 et 3.4.4, les petits travaux de même type peuvent être

remplacés par leurs travaux fictifs correspondants.

Pour une séquence donnée S, le remplacement des petits travaux s’effectue de la

manière suivante :

– pour chaque travail Ji en avance, sa date de début d’exécution est modifiée comme

suit : Si − ε(d− Si) ; de même, la nouvelle date de fin d’exécution de chaque tra-

vail Ji en retard est donnée par : Ci + ε(Ci − d). Par conséquent, la séquence est

allongée d’un facteur de (1 + ε).

– on forme des blocs constitués de travaux du même type. Pour chaque bloc de

travaux en retard, on décale ses travaux, à l’exception du premier, vers la gauche

pour obtenir un temps mort à la fin du bloc. De même, on décale les travaux en

avance du même bloc, à l’exception du dernier, vers la droite pour former un

temps mort au début du bloc. Par la suite, le premier (resp. dernier) bloc de tra-

vaux en retard (resp. avance) doit être décalé vers la gauche (resp. droite) jusqu’à

la date d.

– de chaque bloc, on supprime les petits travaux pour les remplacer par leurs tra-

vaux fictifs

– pour les positions libérées d’un bloc d’un type donné, on leur affecte les travaux

fictifs du même type que ceux du bloc considéré. Un travail fictif d’un type donné

peut être affecté à une position en avance ou en retard occupée auparavant par

les petits travaux du même type supprimés.

L’ensemble des travaux fictifs du même type insérés avant la date d (resp. après la

date d) est noté par TF(1)
r,r′,ε4(S) (resp. TF(2)

r,r′,ε4(S)). Ainsi, le coût engendré par le rempla-

cement des petits travaux par ceux de TF(1)
r,r′,ε4(S) (resp. TF(2)

r,r′,ε4(S)) est diminué (resp.

augmenté).
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Examinons le cas d’un seul travail fictif. S’il est en avance (resp. en retard), le coût

global est diminué (resp. augmenté) d’une quantité bornée par 9rε8P2
r,r′,ε (resp. 9r′ε8P2

r,r′ ,ε).

Par exemple, selon la Figure 3.18 :

– le coût dû au remplacement des petits travaux formant le travail fictif Jk1 (i.e

groupe k1) est diminué d’une quantité suivante : α1(d−C1) + α2(d−C2) + α3(d−

C3)− αk1(d− Ck1) = αk1 Ck1 − α1C1 − α2C2 − α2C3 = (α1 + α2 + α3)Ck1 − α1C1 −

α2C2 − α2C3 = α1(p2 + p3) + α2 p3 = r(p1 p2 + p1 p3 + p2 p3) < r(p1 + p2 + p3)2 =

rp2
k1
≤ 9rε8P2

r,r′,ε.

– le coût dû au remplacement des petits travaux formant le travail fictif Jk2 (i.e

groupe k2) est augmenté d’une quantité suivante : αk2(d − Ck2) − α4(C4 − d) +

α5(C5 − d) + α6(C6 − d) = (α4 + α5 + α6)Ck2 − α4C4 − α5C5 − α6C6 = α4(p4 +

p5 + p6) + α5(p5 + p6) = r′(p2
4 + p4 p5 + p4 p6 + p2

5 + p5 p6) < r′(p4 + p5 + p6)2 =

r′p2
k2
≤ 9r′ε8P2

r,r′,ε.

-1 2 3

groupe k1

4 5 6

groupe k2d

FIG. 3.18 – Exemple de remplacement des petits travaux

Soient S(l)
r,r′ et C(l)

r,r′ la date de début d’exécution et la date de fin d’exécution des tra-

vaux du type Tr,r′ dans l’intervalle Il . Soient K1 et K2 le nombre des travaux fictifs d’un

même type insérés avant et après la date d. Par conséquent, K1 ≤ 1/ε4 et K2 ≤ 1/ε4. Le

coût induit par le remplacement des travaux fictifs est diminué (resp. augmenté) d’une

quantité bornée par 9rε4P2
r,r′,ε (resp. 9r′ε4P2

r,r′,ε)

– Pour l’ensemble des travaux en avance, la nouvelle contribution au coût des tra-

vaux d’un même type est donnée par : W(1)
r,r′ (d − C(1)

r,r′ ) + r ∑i∈T(1)

r,r′
∑j∈T(1)

r,r′
,j 6=i

pi pj.

Selon la proposition 3.4.3, on ne considère que le cas f (1)
r,r′ ,ε(S) ≥ 4ε (dans le

cas contraire, tous les travaux fictifs peuvent être ordonnancés en retard). Nous
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avons :

r ∑
i∈T(1)

r,r′

∑
j∈T(1)

r,r′
,j 6=i

pi pj ≥ r ∑
i∈TF(1)

r,r′ ,ε4 (S)

∑
j∈TF(1)

r,r′ ,ε4 (S),j 6=i

pi pj

≥ (1/2)r( ∑
i∈TF(1)

r,r′ ,ε4 (S)

pi)
2 − (1/2)r ∑

j∈TF(1)

r,r′ ,ε4 (S)

p2
j

≥ 8rε2P2
r,r′,ε − (1/2)K1ε8P2

r,r′,ε

≥ 8rε2P2
r,r′,ε − (1/2)ε4P2

r,r′,ε

≥ (1/ε)9rε4P2
r,r′,ε.

Ainsi, la diminution du coût global induit par le remplacement des petits travaux

ordonnancés en avance est bornée par O(ε) f (S).

– Pour l’ensemble des travaux ordonnancés en retard, la nouvelle contribution au

coût des travaux d’un même type est : W(2)
r,r′ (S(2)

r,r′ − d) + r ∑i∈T(2)

r,r′
∑j∈T(2)

r,r′
pi pj. Si

f (2)
r,r′,ε(S) ≥ ε, comme pour le cas des travaux ordonnancés en avance, nous avons :

r ∑
i∈T(2)

r,r′

∑
j∈T(2)

r,r′

pi pj ≥ r′ ∑
i∈TF(2)

r,r′ ,ε4 (S)

∑
j∈TF(2)

r,r′ ,ε4 (S)

pi pj

≥ (1/2)r′( ∑
i∈TF(1)

r,r′ ,ε4 (S)

pi)
2

≥ (1/2)r′ε2P2
r,r′,ε ≥ (1/ε)9r′ε4P2

r,r′,ε.

Si f (2)
r,r′ (S) < ε, trois cas sont à examiner. Nous montrons donc :

1. s’il n’existe aucun travail Ji avec pi ≥ εPr,r′ , alors Pr,r′,ε = Pr,r′ . De ce fait, pour

une valeur ε ≤ 1/2, il existe au moins deux travaux ordonnancés en avance.

Tous les petits travaux en retard sont déplacés pour être ordonnancés en

avance juste avant ceux du même type. Pour la nouvelle solution, les coûts

d’avances les poids sont augmentés d’un facteur borné par (1 + ε/(1− ε)) et

les poids sont augmentés d’un facteur borné par (1 + 2ε/(1− 2ε)) (la preuve

est obtenue de la même façon que celle de la proposition 3.4.3) ;

2. s’il existe un travail Ji ordonnancé en avance avec pi ≥ εPr,r′ , tous les pe-

tits travaux en retard sont alors déplacés pour être ordonnancés en avance

juste avant ceux du même type. Ainsi, les coûts d’avances et les poids sont

augmentés d’un facteur borné par : (1 + ε/(1− ε)) ;
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3. s’il existe un travail ordonnancé en retard Ji avec pi ≥ εPr,r′ , alors la pénalité

de retard de ce travail est supérieure ou égale à βi pi = r′p2
i ≥ r′ε2P2

r,r′ ≥

r′ε2P2
r,r′,ε ≥ (1/ε)9r′ε4P2

r,r′ ,ε.

Par conséquent, avec une performance garantie en O(ε), le nombre de travaux de

chaque type Tr,r′ est borné par 1/ε + 1/ε4 ≤ 2/ε4 . 2

Borner les affectations des travaux non-décidés

Définition 3.4.3 Supposons que I1 (resp. I2) représente l’ensemble des travaux en avance

(resp. en retard). Nous considérons deux matrices à deux dimensions Ql , l=1,2 où chacune

correspond à l’ensemble des travaux Il défini comme suit :

∀i, j ∈ J : Q1[i, j] =



















1
2 piαj si i 6= j et pi

αi
=

pj

αj

piαj si pi
αi

<
pj

αj

0 sinon

∀i, j ∈ J : Q2[i, j] =































piβ j si i = j

1
2 piβ j if i 6= j et pi

βi
=

pj

β j

piβ j si pi
βi

<
pj

β j

0 sinon

L’élément Q1[i, j] (resp. Q2[i, j]) représente la contribution du travail Ji sur le coût

d’avance (resp. retard) du travail Jj qui correspond à la valeur de αj ∗ pi (resp. β j ∗ pi ).

La fonction du coût d’avance-retard des travaux pour une séquence S respectant les

propriétés précédentes, peut donc être reformulée comme suit :

f (S) = ∑
Ci≤d,Cj≤d

Q1[i, j] + ∑
Ci>d,Cj>d

Q2[i, j]

Ainsi, d’après cette fonction de coût, nous pouvons supposer que si les ratios (αi/pi, βi/pi)

de deux travaux sont significativement différents, leur interaction peut donc être négli-

gée. D’où la proposition suivante

Proposition 3.4.6 Pour chaque couple de travaux (Ji, Jj) tel que r(l)
j ≤ ε2r(l)

j avec l = 1, 2,

nous remplaçonsQl [i, j] par 0. Cette modification diminue le coût global f (S) d’au plus 4ε f (S).

Preuve. Considérons d’abord l’ensemble I1 (travaux en avance). A partir de S, nous

déterminons les couples (Ji, Jj) ∈ I1 × I1 ayant les propriétés suivantes : r(1)
i ≤ ε2r(1)

j .
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Considérons d’abord les couples (Ji, Jj) dont le poids cumulé satisfait W(1)
j < εW(1)

i ,

le travail Jj est ordonnancé avant le travail Ji. Dans ce cas, nous disons que le travail Jj

a un effet marginal sur le poids cumulé de Ji. Nous avons donc :

∑
i,Ci≤d

∑
j,Cj≤d∧W(1)

j <εW(1)
i

Q1[i, j] = ∑
i,Ci≤d

pi ∑
j,Cj≤d∧W(1)

j <εW(1)
i

αj

≤ ∑
i,Ci≤d

pi max
j,Cj≤d∧W(1)

j <εW(1)
i

W(1)
j ≤ ∑

i,Ci≤d

piW
(1)
i ≤ ε f (S)

Examinons maintenant les couples (Ji, Jj) dont le poids cumulé satisfait W(1)
j ≥

εW(1)
i . Pour ce type de couples, nous avons :

∑
i,Ci≤d

∑
j,Cj≤d∧W(1)

j ≥εW(1)
i )

Q1[i, j] = ∑
i,Ci≤d

pi ∑
j,Cj≤d∧W(1)

j ≥εW(1)
i

αj = ∑
i,Ci≤d

r(1)
i αi ∑

j,Cj≤d∧W(1)
j ≥εW(1)

i

αj

≤ ε2 ∑
i,Ci≤d

∑
j,Cj≤d∧W(1)

j ≥εW(1)
i

r(1)
j αiαj ≤ ε2 ∑

i,Ci≤d
∑

j,Cj≤d∧W(1)
j ≥εW(1)

i

pjαi

≤ ε2 ∑
j,Cj≤d

pj ∑
i,Ci≤d∧W(1)

i ≤W(1)
j /ε

αi ≤ ε2 ∑
j,Cj≤d

pj max
i,Ci≤d∧W(1)

i ≤W(1)
j /ε

W(1)
i

≤ ε2 ∑
j,Cj≤d

pjW
(1)
j /ε ≤ ε f (S)

En conclusion, le coût total sera diminué d’au maximum de 2ǫC(S). De la même

façon, en considérant l’ensemble I2, on peut montrer que le coût total peut être diminué

d’au maximum de 2ǫC(S).

Proposition 3.4.7 Pour chaque couple de travaux (Ji, Jj) avec :

1. (Ji, Jj) ∈ I1 × I1 avec (αi < εβi et αj < εβ j) ou (εβi ≤ αi ≤
βi
ε et εβ j ≤ αj ≤

β j

ε ) et

r(l)
i < ε4r(l)

j

OU

2. (Ji, Jj) ∈ I2 × I2 avec (βi < εαi et β j < εαj) ou (εβi ≤ αi ≤
βi
ε et εβ j ≤ αj ≤

β j

ε ) et

r(l)
i < ε4r(l)

j ,

on remplace les deux élémentsQ1[i, j] etQ2[i, j] par 0. Le coût global f (S) est diminué d’au

plus de 2εC(S).

Proof. Pour le cas où l = 1 (resp. l = 2), selon la proposition 3.4.6, en remplaçant

Q1[i, j] (resp. Q2[i, j]) par 0, f (S) sera diminué d’au plus de 4εC(S).
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Pour un couple de travaux (Ji, Jj), si l’un des deux est décidé en avance, i.e. ordon-

nancé avant la date d, nous posons donc Q2[i, j] = 0.

Rappelons qu’un travail ne peut être que dans l’un de ces trois états : décidé en

avance, décidé en retard et non-décidé (Ji est dans l’état non-décidé si : εβi ≤ αi ≤

βi/ε⇔ εαi ≤ β ≤ αi/ε).

Dans le cas où le couple de travaux (Ji, Jj) est dans l’état non-décidé, nous avons

alors : βi ≤ αi/ε et αj ≤ β j/ε. Par conséquent :

r(2)
i =

βi

pi
≤

1
ε

αi

pi
≤

ε4

ε

αj

pj
≤

ε4

ε

1
ε

β j

pj
≤ ε2r(2)

j

Selon la proposition 3.4.6, Q2[i, j] est remplacé par 0.

Définition 3.4.4 Soit R le ratio maximum des {αi/pi, βi/pi|i}. Soit Fk la k-ème fenêtre des

ratios pour laquelle il existe un travail où au minimum un de ses deux ratios est dans l’intervalle

(akR, ak−1R] avec a = ε4. Fk est dite une fenêtre active si et seulement si elle contient au

minimum un ratio.

Remarquons que :

1. Pour un travail non-décidé Ji, r(1)
i et r(2)

i sont dans la même fenêtre des ratios ou

au maximum dans deux fenêtres adjacentes

2. Pour chaque couple (Ji, Jj) non pris en compte par la proposition 3.4.7 :

– r(1)
i et r(1)

j sont dans la même fenêtre ou dans deux fenêtres adjacentes

– r(2)
i et r(2)

j sont dans la même fenêtre ou dans deux fenêtres adjacentes

Proposition 3.4.8 Le nombre des travaux non-décidés ayant au moins un ratio dans la fenêtre

Fk est borné par O(log2(1/ε)/ε2).

Proof. Selon la proposition 3.4.1, pour chaque fenêtre Fi, nous avons au maximum

⌈log1+ε(1 + a)⌉ ratios différents. En considérant la définition 3.4.1 obtenue à partir de la

proposition 3.4.2, un travail non-décidé ayant un seul ratio dans Fk, son deuxième ratio

serait donc dans l’intervalle (akRε, ak−1R/ε]. Par conséquent, le nombre total de types

de travaux (Tr,r′) est au maximum :
⌈

log1+ε(1/aε2)
⌉

. Selon la proposition 3.4.5, la taille

de type de travaux est bornée par 2/ε4. Ainsi, le nombre des travaux non-décidés ayant

au moins un ratio dans la fenêtre Fk est au plus O(
⌈

(log1+ε(1/a)log1+ε (1/aε2))/ε4
⌉

),

bornée par O(log2(1/ε)/ε4).
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En conclusion, nous déduisons le programme dynamique suivant.

Programme dynamique

1. Simplifier les données du problème et concaténer les petits travaux pour former

des grands travaux.

2. En supposant qu’au plus un des travaux décidés en retard sera exécuté en avance,

faire :

(a) Pour un travail Ji décidé en avance (resp. en retard), affecter la valeur 0 aux

éléments Q2 (resp. Q1) correspondants

(b) À l’itération k, considérer l’ensemble des travaux ayant au moins un ratio

dans une fenêtre active Fk :

i. Effectuer au plus 2O(log2
1+ε(1/ε)/ε4) affectations pour l’ensemble des tra-

vaux non-décidés.

ii. Pour chacune de ces affectations, déterminer la meilleure décision parmi

les 2O(log2
1+ε(1/ε)/ε4) obtenues à l’itération précédente, compatible avec

l’affectation en question.

Preuve Rappelons que le premier travail exécuté dans la solution optimale S est

noté par J[1]. Selon la proposition 3.4.2, les travaux décidés en avance peuvent être or-

donnancés en avance et les travaux décidés en retard sauf J[1] peuvent être ordonnancés

en retard sous l’hypothèse αmin ≤ αi ≤ αmax et αmax/αmin ≤ 2. Pour vérifier si J[1] est

du type décidé en retard, nous énumérons tous les cas possibles : soit tous les travaux

décidés en retard sont exécutés en retard, soit un travail décidé en retard est exécuté en

avance.

Selon la proposition 3.4.7, prendre une décision pour le travail Ji ne dépend pas

d’une décision prise pour Jj si les ratios de Ji et Jj ne sont pas dans la même fenêtre des

ratios ni dans les fenêtres de ratios adjacentes. Par conséquent, cette procédure permet

de déterminer une solution avec une garantie de performance bornée par O(ε).

Puisqu’il existe au plus 2n fenêtres de ratios actives, la complexité de l’algorithme

est donc bornée par Oε(n2), plus précisément de O(n22O(log2
1+ε(1/ε)/ε4)).

Théorème 3.4.9 Le problème d’ordonnancement 1|di = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi)

accepte un PTAS en Oε(n2) sous l’hypothèse αmin ≤ αi ≤ αmax, ∀i = 1 . . . n et αmax/αmin ≤

2.
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3.4.2 PTAS pour le cas de m machines parallèles identiques

Avec une date de fin souhaitée non-restrictive, le problème considéré est tradition-

nellement dénoté par Pm|di = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi).

Présentons d’abord quelques propriétés qui peuvent être montrées sans difficulté

particulière.

3.4.2.1 Propriétés

Propriété 3.4.10 Il n’y a pas de temps mort entre deux travaux adjacents.

Propriété 3.4.11 Sur chaque machine, la séquence optimale est sous la forme ”V-shape” autour

de la date de fin souhaitée.

Propriété 3.4.12 Il existe une solution optimale où exactement un travail juste-à-temps est

exécuté sur chaque machine.

3.4.2.2 PTAS pour le cas de m machines identiques

En suivant la démarche présentée pour le cas d’une seule machine, nous pouvons

montrer les propositions suivantes :

– Le nombre des travaux ayant au moins un ratio dans la fenêtre Fk est borné par

O(log1+ε(1/ε)/ε4).

– On doit déterminer l’affectation des travaux décidés et non-décidés aux diffé-

rentes machines.

– La proposition 3.4.5 reste valide, c-à-d la taille de chaque type de travail Tr,r′ est

d’au plus 2/ε4 éléments.

– Pour une fenêtre des ratios active Fk, nous avons au plus
⌈

log1+ε(1/a)
⌉

ratios

différents.

Par conséquent, l’ensemble des travaux décidés en avance ayant un ratio dans Fr

est borné par O(log1+ε(1/ε)/ε4).

Donc chaque ensemble de travaux décidés en avance, en retard et non-décidés ayant

un ratio dans Fr, est borné par O(max(log1+ε(1/ε)/ε4); log2
1+ε(1/ε)/ε4))

= O(log2
1+ε(1/ε)/ε4).

Ainsi, nous pouvons proposer le programme dynamique suivant :
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Programme dynamique

1. Simplifier les données du problème et concaténer les petits travaux pour former

des grands travaux.

2. En supposant que sur chaque machine au plus un des travaux décidés en retard

sera exécuté en avance, faire :

(a) Pour un travail Ji décidé en avance (resp. en retard), affecter la valeur 0 aux

éléments Q2 (resp. Q1) correspondants

(b) À l’itération k, considérer l’ensemble des travaux ayant au moins un ratio

dans une fenêtre active Fk :

i. Effectuer au plus (2m)O(log2
1+ε(1/ε)/ε4) affectations pour l’ensemble des

travaux non-décidés en avance/retard.

ii. Pour chacune de ces affectations, déterminer la meilleure décision parmi

les (2m)O(log2
1+ε(1/ε)/ε4) obtenues à l’itération précédente, compatible avec

l’affectation en question.

Le nombre de cas possible est borné par nm pour que sur chaque machine, soit

tous les travaux décidés en retard seront exécutés en retard, soit un travail décidé

en retard sera exécuté en avance. Puisqu’il existe au plus 2n fenêtres de ratios ac-

tives, la complexité de l’algorithme est donc bornée par Oε(nm+1), plus précisément

de O(nm+1(2m)O(log2
1+ε(1/ε)/ε4)).

Théorème 3.4.13 Le problème d’ordonnancement Pm|di = d, non − restrictive |∑(αiEi +

βiTi) accepte un PTAS en Oε(nm+1) sous l’hypothèse αmin ≤ αi ≤ αmax, ∀i = 1 . . . n et

αmax/αmin ≤ 2.

Conclusion

Dans ce chapitre, quelques problèmes d’ordonnancement de type JàT avec dates

de fin souhaitées données ont été abordés. Comme nous l’avons vu, pour la résolu-

tion du cas particulier 1|pi = p, di = d| ∑(αiEi + βiTi), le problème est décomposé en

deux sous-problèmes où chacun n’est autre qu’un problème d’affectation. Nous nous

sommes posé la question sur la limite d’une telle approche pour résoudre les problèmes

d’ordonnancement de type JàT. Nous sommes parvenus aux résultats suivants :

– 1|pi = p, di ∈ D, |D| ≤ ℓ|∑(αiEi + βiTi) peut être résolu en O(ll+1nl+2)
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– Qm|pi = p, di ∈ D, |D| ≤ ℓ|∑(αiEi + βiTi) peut être résolu en O(m2mlml+1nm(l−1)+3)

Pour le cas général, avec durées opératoires quelconques et une date de fin souhai-

tée commune non-restrictive, nous avons montré que les problèmes suivants :

– 1|di = d, non− restrictive |∑(αiEi + βiTi)

– Pm|di = d, non− restrictive |∑(αiEi + βiTi)

admettent un schéma d’approximation en temps polynomial (PTAS) sous l’hypothèse

αmin ≤ αi ≤ αmax, ∀i = 1 . . . n et αmax/αmin ≤ k où k est une constante.

Il serait donc intéressant dans l’avenir, de programmer le PTAS pour étudier ses

performances (qualité de la solution par rapport au temps de calcul). Néanmoins, une

autre question demeure toujours ouverte : existe-t-il un FPTAS ou PTAS pour le cas de

date de fin souhaitée restrictive ?
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Chapitre 4

Avance et retard pondérés avec dates

de fin contrôlables

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques problèmes JàT lorsque les travaux ont

une date de fin souhaitée contrôlable. La date de fin souhaitée est donc une variable

de décision. L’objectif ici est de calculer un ordonnancement avec une solution de

meilleur compromis entre les coûts d’avance, les coûts de retards et le coût lié à la

valeur de la date de fin commune souhaitée à déterminer. On parle de problèmes

d’ordonnancement JàT avec ”affectation de date de fin souhaitée”. Dans ce chapitre,

n travaux sont à ordonnancer sur une seule machine puis sur m machines parallèles.

Pour le cas de durées opératoires identiques, l’ordonnancement des travaux sur

m machines identiques ou uniformes est montré polynomial, même s’il s’agit de ℓ

dates de fin souhaitées contrôlables (ℓ < n). Pour le cas général, nous étudions

d’abord l’équivalence entre ce type de problème et le cas de date de fin souhaitée

non-restrictive. A la fin de ce chapitre, une borne inférieure basée sur la relaxation

Lagrangienne est proposée.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux critères d’avance-retard, encore appelés critères

de “juste à temps”. L’avance est mesurée par rapport aux souhaits des clients pour la

partie aval (dates de fin souhaitées). Il existe deux types de dates de fin au plus tard,

selon qu’elles sont “souhaitées” (comme nous l’avons vu dans les chapitres précédents)

ou“impératives”, selon les souhaits du client. Mais si on regarde un atelier de produc-

tion de près, il arrive qu’on parle d’un troisième type de date de fin souhaitée, appelé

“date de fin pour l’atelier” 1. Cette dernière date de fin peut correspondre à une certaine

marge qui permet de compenser les aléas de production d’une part et le délai de livrai-

son d’autre part. L’affectation des dates de fin souhaitées reflète en général une certaine

coopération/interaction possible entre les divers acteurs d’une chaîne logistique : la

pratique montre que pendant les négociations entre les clients et les producteurs, l’ac-

cord sur les dates de livraison dépendent de la politique de la production (contraint par

la limitation des espaces de stockage et/ou la capacité de production). Par conséquent,

le chef d’atelier aura besoin d’une méthode efficace pour déterminer à la fois les dates

de fin souhaitées et l’ordonnancement de ses travaux ([36, 77, 126, 78, 128]).

Ces dates de fins peuvent être communes à tous les travaux. Dans le cas où la lo-

calisation de la date de fin est une variable de décision, le problème est dit “à dates de

fin souhaitée (i.e. au plus tard) commune contrôlable". Le problème classique où l’en-

semble des travaux doivent être exécutés sur une seule machine pour être finis au plus

près d’une date de fin à déterminer, a été largement abordé dans la littérature spéciali-

sée. On parle du problème ”CON” Constant Flow Allowance [33, 36, 77].

Dans ce chapitre, nous abordons quelques problèmes de type JàT avec une famille

de dates de fin souhaitées contrôlables. Chaque famille de travaux peut être considé-

rée comme une commande d’un client, qui doit être livrée en une fois. Deux cas sont

étudiés : le cas de travaux à durées opératoires identiques et le cas de travaux à du-

rées opératoires quelconques. Le premier cas peut être rencontré dans les systèmes de

production par lot, où la durée de chaque lot est identique, connue et fixe. Citons par

exemple une société de conditionnement et d’emballage de bouteilles de shampooing.

Chaque opération est définie par un lot de bouteilles de shampooing et pour alléger le

processus de production, les lots sont constitués selon les opérations exigeant le même

1Voir une introduction présentée sur le web site www.ocea.li.univ-tours.fr/gdr-ro/JE_11h15_G.D.R.
RO Ordo-Coo-Sc MCP.ppt
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temps de traitement (le temps de préparation des machines est supposé négligeable

par rapport au temps de traitement). Dans la société en question, la durée opératoire de

chaque lot est d’une demi-heure.

En général, il s’agit de déterminer un ordonnancement où l’objectif est défini par

une combinaison linéaire des trois facteurs de coûts suivants : coûts d’avance, coûts de

retard et coût lié à la valeur de la date de fin souhaitée (plus la date est éloignée, plus le

coût est élevé). On cherche un compromis pour avoir une petite date de fin souhaitée

commune tout en minimisant l’avance et le retard des travaux.

D’après nos connaissances, ce type de problème a été étudié pour la première fois

par Panwalkar et al. [169]. En effet, les auteurs proposent un algorithme efficace en

O(n log n) pour résoudre le cas d’une seule machine avec pénalités identiques, noté

1|dj = d|∑(αEj + βTj + γdj). Quant au cas de deux machines parallèles identiques,

P2|dj = d|∑(αEj + βTj + γdj), le problème est montré N P-difficile au sens ordinaire

[40, 50]. Pour calculer un ordonnancement optimal, De et al proposent un algorithme

de programmation dynamique en O(n2m+1 p2m
max) [50]. Cependant, si le nombre de ma-

chines n’est pas fixe, le problème P|dj = d|∑(αEj + βTj + γdj) est montré N P-difficile

au sens fort [50].

Comme méthodes approchées proposées pour la résolution du cas m machines pa-

rallèles identiques, Cheng [34] proposent une heuristique basée sur la règle V-shape.

L’étude expérimentale montre que pour des instances de petites tailles, la déviation

d’une solution obtenue par rapport à une solution optimale n’excède pas en moyenne

6%. En 2002, Xiao et Li [221] proposent un algorithme en O(n log n) à garantie de per-

formance de 3 (3-approximation) et un schéma d’approximation de type FPTAS.

Le cas de durées opératoires identiques a été étudié. Le cas de machines parallèles

identiques a été étudié par Cheng et Chen [40]. Les auteurs montrent que le problème

Pm|pi = p, di = d|∑(αEi + βTi + γdi) est polynomial. Quant au cas machines paral-

lèles uniformes, Mosheiov et Sarig [164] montrent que le problème à deux machines,

Q2|pi = p, di = d|∑(αEi + βTi + γd), peut être résolu en temps constant. Par la suite,

les auteurs proposent de généraliser leur approche au cas de m machines ; le temps de

calcul de la méthode proposée est de O(3m). D’après Mosheiov et Sarig, cette méthode

ne permet de résoudre que des instances allant jusqu’à 9 machines en un temps rai-

sonnable. En effet, le temps de calcul augmente exponentiellement avec le nombre de

machines. Néanmoins, dans [165], les auteurs montrent qu’une solution optimale pour
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le cas de m machines parallèles identiques avec durées opératoires identiques peut être

obtenu en O(n4) si la date de fin souhaitée est une variable continue. Pour le cas de

machines parallèles générales, Adamopoulos et Pappis [2] proposent une heuristique

où les résultats expérimentaux montrent que la déviation d’une solution obtenue par

leur heuristique par rapport à une solution optimale est inférieure à 9%. Cependant,

ces résultats expérimentaux ont été effectués sur des instances de petites tailles.

Beaucoup de résultats ont été dédiés au cas γ = 0, c-à-d. le cas de date de fin souhai-

tée non-restrictive (cf. Chapitre 3). Il s’agit donc d’un cas particulier du problème étudié

dans ce chapitre. Certains auteurs définissent ce dernier cas comme un problème avec

date de fin souhaitée à déterminer [33, 61, 35, 48, 142, 9, 89]

En effet, Emmons [61] propose un algorithme en O(n log n) pour résoudre le pro-

blème Q|di = d|∑(αEi + βTi). La recherche d’une solution optimale pour le cas de ma-

chines parallèles quelconques R|di = d|∑(Ei + Ti) est montré polynomial [142, 9]. En

effet, les auteurs montrent qu’il s’agit d’un problème de transport. Ainsi, une solution

optimale peut être obtenue en O(n3).

Pour le cas symétrique (αi = βi) à une machine, le problème 1|di = d, non −

restrictive|∑ wi(Ei + Ti), Cheng [33] identifient des règles de dominance et développe

une heuristique efficace pour les instances de petites tailles. L’autre propose dans [35]

une amélioration de son heuristique où le temps de calcul est borné par O(n4). Ce-

pendant, De et al [48] proposent un programme dynamique (ProgDyn). Les auteurs

montrent que l’heuristique basée sur leur ProgDyn, permet de résoudre efficacement

des instances allant jusqu’à 100 travaux en un temps n’excédant pas les 50 secondes.

Cependant, cette heuristique n’est efficace que si les durées opératoires et les poids sont

agréables. Pour résoudre le problème avec des instances de grande taille, Hao et al [89]

proposent une recherche tabou. Les résultats obtenus par cette métaheuristique sont en

général meilleures que celles obtenues en utilisant les approches citées précédemment

[33, 48].

Pour déterminer des bornes supérieures pour le problème à une seule machine avec

pénalités d’avance-retard quelconques, 1|di = d|∑(αiEi + βiTi), les auteurs se basent

en général sur des algorithmes génétiques [152], sur des techniques de génération de

colonnes et de relaxation Lagrangienne [54], des modélisations mathématiques [181, 19]

en bornant le temps de calcul, ou encore des algorithmes de listes [83, 57, 51].

Cependant, nous avons trouvé très peu de résultats consacrés au cas d’une famille
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de dates de fin souhaitées. Citons par exemple, les travaux de Dickman et al. [55] pour

le cas de machines parallèles identiques, noté Pm|di ∈ D, |D| = ℓ|∑(Ei + Ti) avec un

nombre donné de dates de fin souhaitées (ℓ ≥ 1). Notons que ce dernier problème est

simple puisqu’aucune pénalité n’est imposée sur les dates de fin souhaitées. Le cas de

dates de fin souhaitées contrôlables générales, noté par 1|di|∑(αEi + βTi + γdi), a été

montré polynomial par Seidmann et al, où une solution optimale peut être obtenue en

O(n log n) [191].

Les principaux résultats connus sont présentés dans le tableau 4.1.

Problème Méthode & Complexité Reference
1|di = d|∑(αEi + βTi + γd) Polynomial O(n log n) [169]
1||∑(αEi + βTi + γ max(0; di − d) Polynomial O(n log n) [191]
1|di = d|∑(αEi + βTi) Polynomial O(n log n) [17]
P|pi = p, di = d|∑(αEi + βTi + γd) Polynomial [40]
Pm|di = d|∑(αEi + βTi + γd) NP-difficile au sens ordinaire [40, 50]

PD O(n2m+1 p2m
max) [50]

3-approximation en O(n log n) [221]
FPTAS [221]

P|di = d|∑(αEi + βTi + γd) NP-difficile au sens fort [50]
P|di = d|∑ wi(Ei + Ti) NP-difficile au sens fort [216]
Qm|pi = p, di = d|∑(αEi + βTi + γd) Polynomial O(3m) [40]
Q|di = d|∑(αEi + βTi) Polynomial O(n log n) [61]
R|di = d|∑(Ei + Ti) Polynomial O(n3) [142, 9]

TAB. 4.1 – Problèmes JàT avec affectation de la date de fin souhaitée

4.1.1 Quelques notations spécifiques à ce chapitre

Dans ce chapitre, nous supposons que les travaux et les machines sont disponibles.

Les travaux doivent être exécutés, au plus près d’une date de fin souhaitée à déter-

miner. Les travaux forment ℓ sous-groupes fixes et connus. Chaque sous-groupe par-

tage la même date de fin souhaitée. Nous avons donc ℓ dates dues communes notées

{D1, D2, . . . , Dℓ}. La particularité des problèmes traités par rapport aux problèmes du

chapitre précédent, est que la solution recherchée doit nous permettre de minimiser

à la fois la somme pondérée des avances et retards des travaux et les coûts pondérés

relatifs aux valeurs des dates de fin souhaitées. Autrement dit, on cherche le meilleur

compromis entre l’ordonnancement des travaux autour de leur date de fin souhaitée et

leur emplacement dans le temps pour que cette date soit le plus proche de 0. Quelques

nouvelles notations suivantes sont utilisées dans ce chapitre.
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– Nk : les travaux partageant la même date due Dk, k = 1, . . . , ℓ ;

– nk = |Nk| : le nombre de travaux pour une date Dk, k = 1, . . . , ℓ ;

– D : l’ensemble des ℓ dates de fins souhaitées ;

– di : date due du travail Ji, i = 1, 2, . . . , n ;

– γi : le coût unitaire de pénalité de la date due di ∈ D ;

– γ(Nk) : le coût unitaire moyen de pénalité par rapport à Dk ∈ D, donnée par

∑i∈Nk
(γi/nk) ;

– λi : la performance de la machine Mi. Dans le cas de machines uniformes, on

suppose que les machines sont rangées selon l’ordre non-croissant de leur perfor-

mance (M1 est la plus rapide et Mm est la plus lente) ;

– Xi : temps mort initial sur la machine Mi (i.e. entre la date zéro et la date du début

d’exécution du premier travail ordonnancé sur Mi) ;

– pXi : durée du temps mort initial sur la machine Mi ;

– ye
i : le nombre des travaux exécutés sur Mi dans l’intervalle [0, d] ;

– yt
i : le nombre des travaux exécutés sur Mi dans l’intervalle (d, +∞) ;

– Z = f (S) = ∑(αiEi + βiTi + γidi) : l’objectif à minimiser.

Comme pour le chapitre précédent, un travail peut se trouver dans l’une des trois

situations suivantes :

– Ji est en avance i.e. Ci ≤ di, (Ji est dit juste-à-temps si Ci = di) ;

– Ji est un splitting job i.e. Si ≤ di < Ci (sous-entendu, le premier travail en retard),

– Ji est totalement en retard i.e. di < Ci.

Remarque 4.1.1 Dans la suite, s’il s’agit d’une seule date de fin souhaitée commune contrô-

lable, la pénalité liée à cette date est notée par : γ = ∑i γi/n.

Selon la notation classique en trois champs, les problèmes abordés dans ce chapitre

sont notés comme suit :

1. Durées opératoires identiques (pi = p, ∀i, i = 1, . . . , n)

– 1|pi = p, di = d|∑(αiEi + βiTi + γdi) (cf. section 4.2.1)

– 1|pi = p, di ∈ D, |D| = ℓ|∑(αiEi + βiTi + γidi) (cf. section 4.2.1.1)

– Pm|pi = p, di ∈ D, |D| = ℓ|∑(αiEi + βiTi + γidi) (cf. section 4.2.2)

– Qm|pi = p, di = d|∑(αEi + βTi + γdi) (cf. section 4.2.3)

2. Durées opératoires quelconques

– 1|di = d|∑(αiEi + βiTi + γdi) (cf. section 4.3.1)
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– Pm|di = d|∑(αiEi + βiTi + γdi) (cf. section 4.3.2)

4.2 Durées opératoires identiques

Dans cette section, selon les valeurs des αi et βi deux types de problèmes JàT sont

abordés : le cas identique et le cas quelconque pour l’ordonnancement des travaux sur

une seule machine et m machines parallèles. Pour le cas quelconque avec une seule

date de fin contrôlable, nous proposons une méthode de résolution permettant d’ob-

tenir une solution optimale [108] avec une meilleure complexité que celle proposée

par [165] (en O(n3) au lieu de O(n4)). Par la suite, nous montrons comment une so-

lution optimale peut être déterminée en temps polynomial pour le cas de m machines

parallèles identiques avec ℓ dates de fin souhaitées contrôlables [108]. Le cas de pé-

nalités d’avance-retard identique sera abordé à la fin de cette section. En effet, même

si le problème Qm|pi = p, di = d|∑(αEi + βTi + γdi) a été montré polynomial et où

une solution optimale peut être obtenue en O(3m) [164], nous montrons qu’il est pos-

sible de déterminer une solution optimale en O(m3) [107]. L’intérêt particulier de ce

travail est de montrer que si le nombre de machines m n’est pas donné, le problème

Q|pi = p, di = d|∑(αEi + βTi + γdi) est polynomial.

4.2.1 Une seule machine avec une seule date de fin souhaitée

Le problème abordé dans cette section se note 1|pi = p, di = d|∑(αiEi + βiTi +

γdi). Rappelons d’abord quelques propositions connues [77].

Proposition 4.2.1 Il existe une solution optimale où :

1. le premier travail commence à la date zéro et il n’y a pas de temps mort intermédiaire entre

deux travaux adjacents quelconques (aucun temps mort dans une séquence optimale) [20],

2. l’ordonnancement des travaux respecte le ”V-shape” [195],

3. si nγ ≥ ∑
n
j=1 β j, alors d = 0 ; sinon, il existe un travail Ji juste-à-temps [169].

Pour déterminer une solution optimale, Mosheiov et Yovel [165] proposent un al-

gorithme en O(n4) où l’idée est la suivante : une valeur optimale de la date due d cor-

respond à une des valeurs de l’ensemble {0, p, 2p, . . . , np}. Il s’agit donc d’énumérer

toutes les valeurs possibles de d. Pour chaque valeur, on résout un problème d’affecta-

tion en O(n3). Une solution optimale correspond donc à la meilleure solution parmi les

(n + 1) solutions obtenues. Le temps de calcul total est donc borné par O(n4) [165].
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Cependant, pour ce problème particulier, le temps de calcul peut être amélioré.

Théorème 4.2.2 Une solution optimale du problème d’ordonnancement 1|pi = p, di = d|∑(αiEi +

βiTi + γd) peut être obtenue en O(n3).

Preuve. Afin d’améliorer la complexité de l’algorithme de résolution, nous mon-

trons qu’il n’est pas nécessaire d’énumérer toutes les valeurs possibles de la date de fin

souhaitée. En effet, il suffit d’ajouter le coût lié à la valeur de la date de fin souhaitée

dans la partie des coûts d’avances des travaux. En effet, si on connaît l’ensemble des

travaux ordonnancés en avance on peut donc déduire la valeur de d. Nous avons par

conséquent : d = ∑i;Ci≤d p. Le coût par unité de temps de d correspond donc à la va-

leur nγ. Ainsi, on peut considérer que la contribution de la valeur de la date due au

coût d’avance de chaque travail est de nγp. Autrement dit, la fonction objectif peut être

réécrite comme suit.

n

∑
j=1

(αiEi + βiTi + γd) =
n

∑
i=1

(αiEi + βiTi) + nγd

=
n

∑
j=1,Ci≤d

αiEi +
n

∑
i=1,Ci>d

βiTi + nγd

=
n

∑
j=1,Ci≤d

αiEi +
n

∑
i=1,Ci>d

βiTi + nγ
n

∑
i=1,Ci≤d

p

=
n

∑
j=1,Ci≤d

(αiEi + npγ) +
n

∑
i=1,Ci>d

(βiTi)

Par conséquent, pour obtenir une solution optimale du problème considéré, il suf-

fit de déterminer l’ensemble des travaux en avance et ceux en retard, où les pénalités

d’avance et retard sont définies comme suit :

– le coût d’avance d’un travail Ji (Ci ≤ d) est αiEi + npγ

– le coût de retard d’un travail Ji (Ci > d) est βiTi

Ainsi, pour trouver une solution optimale, nous pouvons construire une matrice

d’affectation comme définie dans la Figure 4.1 : n lignes et 2n colonnes. Selon la pro-

position 4.2.1, la date de fin souhaitée optimale est un multiple de p. Ainsi, chaque

élément de la matrice Q, qui correspond à un travail Ji et une position, est donnée par :

– pβi, s’il s’agit de la position du ”splitting job”,

– kpαi + npγ, s’il s’agit de la k-ième position en avance,

– (k− 1)pβi, sinon.
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Chercher une solution faisable avec un coût minimal à partir de la matrice d’affec-

tation donne alors la position optimale de chaque travail et par la suite la valeur de la

date de fin souhaitée optimale. La date de fin souhaitée optimale correspond donc au

nombre de travaux en avance (k∗) facteur de p, i.e. d∗ = k∗ × p.

Travaux
J1 J2 . . . Jn

P
os

it
io

ns

Js pβ1 pβ2 . . . pβn
Je1 npγ npγ . . . npγ
Jt1 2pβ1 2pβ2 . . . 2pβn
Je2 pα1 + npγ pα2 + npγ . . . pαn + npγ
Jt2 3pβ1 3pβ2 . . . 3pβn
Je3 2pα1 + npγ 2pα2 + npγ . . . 2pαn + npγ
Jt3 4pβ1 4pβ2 . . . 4pβn
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

Jen−1 (n− 2)pα1 + npγ (n− 2)pα2 + npγ . . . (n− 2)pαn + npγ
Jtn−1 npβ1 npβ2 . . . npβn
Jen (n− 1)pα1 + npγ (n− 1)pα2 + npγ . . . (n− 1)pαn + npγ

FIG. 4.1 – La matrice d’affectation des travaux modifiée

Donc, pour déterminer une solution optimale, nous considérons seulement δ1 = 0 et

δ2 = p avec la matrice modifiée Q′ de la Figure 4.1. Remarquons que cette méthode de

résolution est seulement valable sur une seule machine avec une date de fin souhaitée

commune.

Exemple.

Soient 5 travaux à ordonnancer. Les durées opératoires et les diverses pénalités sont

présentées dans la table 4.2.

J1 J2 J3 J4 J5

pi 4 4 4 4 4
αi 7 5 4 3 5
βi 5 2 7 4 5
γ 2 2 2 2 2

FIG. 4.2 – Durées opératoires et pénalités

Selon la matrice de coûts d’affectation des travaux (cf. figure 4.3), nous obtenons

une valeur optimale de 172 qui correspond à la séquence (J3, J1, J5, J4, J2), avec J3 le seul

travail en avance et J1 le travail JàT. La date due optimale est donc de 8 (Figure 4.4).

En suivant la démarche proposée par Mosheiov et Yovel [165], nous devons donc

énumérer toutes les valeurs possibles de d. Ainsi, pour l’exemple choisi, on aura 5 ma-
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Travaux
J1 J2 J3 J4 J5

P
os

it
io

ns

Js 20 8 28 16 20
Je1 40 40 40 40 40
Jt1 40 16 56 32 40
Je2 68 60 56 52 60
Jt2 60 24 84 48 60
Je3 96 80 72 64 80
Jt3 80 32 112 64 80
Je4 124 100 88 76 100
Jt4 100 40 140 80 100
Je5 152 120 104 88 120

FIG. 4.3 – Matrice des coûts d’affectation des 5 travaux

-
J3 J1 J5 J4 J2

d

FIG. 4.4 – Solution optimale pour l’exemple choisi

trices d’affectations (cf. figure 4.5) :

1. d = 0 : tous les travaux sont en retard. La valeur de la solution optimale est de

232 qui correspond à la séquence (J3, J5, J1, J4, J2).

2. d = 1× p = 4 : la valeur de la solution optimale est donc de 180 qui correspond à

la séquence (J3, J5, J1, J4, J2) (J3 est le travail JàT).

3. d = 2× p = 8 : la valeur de la solution optimale est donc de 172 qui correspond à

la séquence (J3, J1, J5, J4, J2) (J1 est le travail JàT).

4. d = 3× p = 12 : la valeur de la solution optimale est donc de 196 qui correspond

à la séquence (J4, J3, J1, J5, J2) (J1 est le travail JàT).

5. d = 4× p = 16 : la valeur de la solution optimale est donc de 256 qui correspond

à la séquence (J4, J3, J1, J5, J2) (J1 est le travail JàT).

6. d = 5× p = 20 : la valeur de la solution optimale est donc de 356 qui correspond

à la séquence (J4, J3, J2, J5, J1) (J1 est le travail JàT).

Par conséquent, les deux algorithmes donnent la même valeur optimale.
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Travaux Travaux
J1 J2 J3 J4 J5 J1 J2 J3 J4 J5

P
os

it
io

ns

Js 20 8 28 16 20

P
os

it
io

ns

Js 20 8 28 16 20
Je1 0 0 0 0 0 Je1 0 0 0 0 0
Jt1 40 16 56 32 40 Jt1 40 16 56 32 40
Jt2 60 24 84 48 60 Je2 28 20 16 12 20
Jt3 80 32 112 64 80 Jt2 60 24 84 48 60

Case d = p Case d = 2p

Travaux Travaux
J1 J2 J3 J4 J5 J1 J2 J3 J4 J5

P
os

it
io

ns

Js 20 8 28 16 20

P
os

it
io

ns

Js 20 8 28 16 20
Je1 0 0 0 0 0 Je1 0 0 0 0 0
Jt1 40 16 56 32 40 Je2 28 20 16 12 20
Je2 28 20 16 12 20 Je3 56 40 32 24 40
Je3 56 40 32 24 40 Je4 84 60 48 36 60

Case d = 3p Case d = 4p

Travaux
J1 J2 J3 J4 J5

P
os

it
io

ns

Je1 0 0 0 0 0
Je2 28 20 16 12 20
Je3 56 40 32 24 40
Je4 84 60 48 36 60
Je5 112 80 64 48 80

Case d = 5p

FIG. 4.5 – Matrices d’affectations selon [165]

4.2.1.1 Une seule machine et famille de dates de fin souhaitées contrôlables

Nous étudions maintenant le 1|pi = p, di ∈ D, |D| = ℓ|∑(αiEi + βiTi + γidi). Pour

commencer, regardons les différentes propriétés de la proposition suivante.

Proposition 4.2.3 Il existe une solution optimale où :

1. le premier travail commence à la date zéro et il n’y a pas de temps mort intermédiaire entre

deux travaux adjacents quelconques (aucun temps mort dans une séquence optimale),

2. deux travaux adjacents Ji et Jj sont ordonnancés selon

– l’ordre WLPT, s’ils sont en avance et max(Ci; Cj) ≤ min(di; dj),

– l’ordre WSPT, s’ils sont totalement en retard et min(Ci; Cj) ≥ max(di; dj).

3. pour chaque ensemble Nk, si nkγ ≥ ∑Ji∈Nk
βi, alors Dk = 0 ; sinon, il existe un travail

JàT parmi l’ensemble des travaux de Nk.

Preuve. La proposition 4.2.3.(1) est triviale. La proposition 4.2.3.(2) peut être mon-

trée par la règle d’échange. En effet, soit une solution optimale où deux travaux adja-
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cents Ji et Jj sont ordonnancés en avance. Sans perte de généralité, nous supposons que

di ≤ dj. Soit x une distance donnée par : x = min(di; dj)−max(Ci; Cj). Soit δ la distance

entre di et dj (cf. la figure 4.2.1.1).

Si Ci < Cj, alors la contribution de ces deux travaux au coût d’avance total est :

αi(pj + x) + αj(x + δ) ; sinon, leur contribution est : αj(pi + x + δ) + αix. Donc, Ji est

ordonnancé avant Jj si et seulement si :

αi(pj + x) + αj(x + δ) ≤ αj(pi + x + δ) + αix

⇔ αi pj ≤ αj pi

⇔ pj/αj ≤ pi/αi

Par conséquent, les travaux adjacents ordonnancés en avance respectent l’ordre

non-croissant des pi/αi (l’ordre non-décroissant des αi dans le cas de durées opéra-

toires identiques). De même, les travaux adjacents ordonnancés en retard respectent

l’ordre non-décroissant des pi/βi (ou bien l’ordre non-croissant des βi dans le cas de

durées opératoires identiques).

-Ji Jj

di dj

-�
-� δ

x

-Jj Ji

FIG. 4.6 – Deux travaux adjacents ordonnancés en avance

Analysons maintenant la proposition 4.2.3.(3). (a) Si nkγ ≥ ∑Ji∈Nk
βi alors Dk = 0.

La preuve ici est similaire à celle proposée par Panwalkar et al. [169] pour le cas d’une

seule date de fin souhaitée contrôlable. Plus précisément, supposons qu’il existe un

Dk 6= 0 et nkγ ≥ ∑Ji∈Nk
βi. Si Dk est réduit d’une unité de temps, alors la diffé-

rence des coûts pour une même séquence est donnée par : ∑Ji∈Nk,Ci≥Dk
βi − nkγ −

∑Ji∈Nk ,Ci<Dk
αi. Cette valeur est non-positive (car ∑Ji∈Nk ,Ci≥Dk

βi − nkγ ≤ ∑Ji∈Nk
βi −

nkγ ≤ 0 et −∑Ji∈Nk,Ci<Dk
αi ≤ 0). Ainsi, en suivant le même raisonnement, Dk doit être

nul.

(b) Considérons maintenant une solution S telle qu’il n’existe aucun travail Ji ∈ Nk

avec Ci = Dk.

(b.1) On construit une solution S′ à partir de S comme suit : on garde la même séquence

des travaux, seule la valeur Dk est réduite d’une unité de temps. Nous avons

donc : ∆ = f (S)− f (S′) = nkγ + ∑Ji∈Nk;Ci>Dk
βi −∑Ji∈Nk;Ci≤Dk

αi. Si ∆ ≥ 0, alors
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la solution S peut être améliorée en diminuant Dk d’une unité de temps. Ainsi, en

suivant le même raisonnement, on peut diminuer Dk jusqu’à Dk = 0 ou bien un

travail en retard Ji devient JàT, c-à-d Dk = Ci pour un travail Ji ∈ Nk.

(b.2) Si Dk est augmentée d’une unité de temps, la déviation du nouveau coût par

rapport à l’ancien est donc −∆. Cela veut dire que S peut être améliorée en aug-

mentant Dk jusqu’à Dk = Ci pour un travail Ji ∈ Nk.

Par conséquent, une solution avec Dk = 0 ou Dk = Ci pour un travail Ji ∈ Nk, est une

solution dominante. 2

Selon la proposition 4.2.3, une solution optimale peut être déterminée comme suit :

– On détermine les n + 1 valeurs possibles de chaque date de fin Dk, k = 1, 2, . . . , ℓ,

données par Dk = i× p, pour tout i = 0, 1, . . . , n,

– Pour chaque combinaison possible des différentes valeurs des dates de fin sou-

haitées (D1, D2, . . . , Dℓ), on détermine une matrice d’affectation Q.

– Pour chaque matrice d’affectation Q, on résout un problème d’affectation en O(n3).

Ainsi, nous avons le théorème suivant.

Théorème 4.2.4 Une solution optimale pour le problème 1|pi = p, di ∈ D, |D| = ℓ|∑(αiEi +

βiTi + γidi) peut être obtenue en O(nℓ+3).

4.2.2 Machines identiques avec famille de dates de fin souhaitées

Nous étudions maintenant le problème d’ordonnancement Pm|pi = p, di ∈ D, |D| =

ℓ|∑(αiEi + βiTi + γidi) [108]. Pour commencer, regardons les différentes propriétés de

la proposition suivante.

Proposition 4.2.5 Il existe un ordonnancement optimal où :

1. deux travaux adjacents Ji et Jj sont ordonnancés selon

– l’ordre WLPT, s’ils sont en avance et max(Ci; Cj) ≤ min(di; dj),

– l’ordre WSPT, s’ils sont totalement en retard et min(Ci; Cj) ≥ max(di; dj) ;

2. pour chaque ensemble Nk, si nkγ ≥ ∑Ji∈Nk
βi, alors Dk = 0 ; sinon, il existe un travail

JàT parmi l’ensemble des travaux de Nk.

Preuve. idem que pour le cas d’une seule machine (cf. Section 4.2.1.1). 2
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Soit S une solution optimale et soit Xi la durée du temps mort initial de la machine

Mi, c-à-d temps mort situé entre la date zéro et la date de début d’exécution du premier

travail ordonnancé sur la machine Mi (Xi peut être nul).

Lemme 4.2.1 Il existe une solution optimale avec Xi ≤ p, ∀i = 1, . . . , m.

Preuve. Nous considérons trois types de machines (cf. la figure 4.7) :

1. Mi1 : machines avec Xi1 6= 0,

2. Mi2 : machines avec Xi2 = 0 et pas de temps mort après le travail ordonnancé à la

première position,

3. Mi3 : machines avec Xi3 = 0 et un temps mort après le travail ordonnancé à la

première position.

-
Jj

-
Mi1

Mi2

-
Mi3

FIG. 4.7 – Différents cas de figures selon les premiers temps morts

Soit S∗ une solution optimale où ∃i ∈ {1, . . . , m} : Xi > p, i.e. la machine Mi est de

type i1. Si l’ensemble Mi2 est vide, alors nous pouvons réduire le coût total en :

– décalant à gauche d’une unité de temps les travaux ordonnancés sur les machines

de type i1,

– décalant à gauche d’une unité de temps les travaux ordonnancés sur les machines

de type i3 à l’exception du premier travail,

– réduisant d’une unité de temps toutes les dates de fin souhaitées supérieures à p

ce qui contredit le fait que S∗ est optimale.

Supposons maintenant qu’il existe au moins une machine de type i2 où le travail Ji

est ordonnancé en première position.

– Si di > p, alors Ji peut être déplacé et ordonnancé à la première position sur

la machine Mi. Ainsi, on obtient une meilleure solution ce qui est contradictoire

avec le fait que S∗ est optimale ;
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– Sinon (i.e. di ≤ p), on construit alors une solution S′ à partir de S∗ comme suit : le

travail Ji est ordonnancé sur Mi avec Si = 0. Ainsi, S′ est aussi optimale où aucun

temps mort initial n’a une durée supérieure à p.

Par conséquent, il existe un ordonnancement optimal avec Xi inférieure ou égale à

p, ∀i = 1, . . . , m. 2

Proposition 4.2.6 Il existe une solution optimale où toutes les dates de fin d’exécution et les

dates de fin souhaitées sont des multiples de p.

Preuve. Soit S∗ une solution optimale. Selon les valeurs des dates de fin d’exécution

des travaux dans S∗, on définit les deux sous-ensembles suivants : Jmult (resp. Jnomult)

l’ensemble des travaux dont les dates de fin d’exécution sont des multiples de p (resp.

ne sont pas des multiples de p) ; De même, selon les valeurs des dates dues, on définit

les deux sous-ensembles suivants : Dmult (resp. Dnomult) l’ensemble des dates de fin

souhaitées dont les valeurs sont des multiples de p (resp. ne sont pas des multiples de

p).

Soit A1 (resp. B1) la somme des pondérations d’avance (resp. de retard) des travaux

de Jmult ordonnancés en avance (resp. en retard) ayant des dates de fin souhaitées dans

Dnomult.

Soit A2 (resp. B2) la somme des pondérations d’avance (resp. de retard) des travaux

de Jnomult ordonnancés en avance (resp. en retard) ayant des dates de fin souhaitées

dans Dmult. On définit G = γ× ∑
Dk∈Dnomult

nk.

Il est clair que tous les travaux de Jnomult peuvent être décalés vers la droite ou vers

la gauche d’une unité de temps sans que les dates de début d’exécution des travaux de

Jmult soient modifiées.

Si tous les travaux de Jnomult et toutes les dates de fin souhaitées de Dnomult sont

décalés vers la gauche d’une unité de temps, le statut d’avance-retard des travaux n’est

pas modifié ; peut-être que certains travaux en retard (resp. en avance) appartenant à

Jnomult (resp. Jmult) ayant des dates de fin souhaitées dans Dmult (resp. Dnomult) de-

viennent JàT. La différence du coût total est donnée par : ∆ = −A1 + B1 + A2− B1−G.

Comme S∗ est optimale, ∆ doit être inférieur ou égal à 0 (∆ ≤ 0).

De la même façon en décalant à droite d’une unité de temps tous les travaux de

Jnomult et toutes les dates de fin souhaitées de Dnomult, La différence du coût total est

égale à (−∆). Comme la S est optimale, (−∆) doit être ≤ 0.
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Par conséquent, ∆ = 0. Ainsi, nous pouvons construire une autre solution optimale

en décalant vers la gauche tous les travaux de Jnomult ainsi que toutes les dates de

fin souhaitées de l’ensemble Dnomult. On répète la procédure jusqu’à l’obtention d’une

solution où toutes les dates de fin d’exécution et les dates de fin souhaitées sont des

multiples de p. Cette solution est aussi optimale 2

Proposition 4.2.7 Il existe une solution optimale où sur chaque machine, la durée du temps

mort initial est 0 ou p (i.e. Xi ∈ {0, p}, ∀i = 1, . . . , m).

Preuve. Selon le lemme 4.2.1 (Xi ≤ p, ∀i = 1, . . . , m) et selon la proposition 4.2.6, nous

déduisons donc Xi ∈ {0, p}. 2

Nous allons maintenant nous intéresser au nombre de temps morts présents sur

chaque machine entre deux dates de fin souhaitées successives.

Proposition 4.2.8 Sur chaque machine, nous avons au plus un seul temps mort entre deux

dates de fin souhaitées successives.

Preuve. Supposons qu’il existe une solution optimale S∗ où pour une machine don-

née Mi, nous avons deux temps morts entre deux dates de fin souhaitées successives.

Soit σ la séquence des travaux exécutés sur Mi entre ces deux temps morts. Par la règle

d’échanges, on peut partitionner σ en deux sous-séquences (σ = σ1//σ2) telles que :

i. σ1 contient uniquement les travaux en retard (peut être vide),

ii. σ2 contient uniquement les travaux en avance (peut être vide).

Le coût f (S∗) peut être amélioré en décalant σ1 (resp. σ2) vers la gauche (resp. droite)

d’une quantité de temps qui correspond à la durée du temps mort situé juste avant

(resp. après) σ, ce qui est contradictoire avec S∗ est optimale. 2

Selon la proposition 4.2.6, on déduit qu’il existe un ordonnancement optimal où la

durée de chaque temps mort est un multiple de p.

Proposition 4.2.9 Il existe une solution optimale où la durée de chaque temps mort est égale à

p.

Preuve. Nous allons tout d’abord montrer que la durée de chaque temps mort ne

peut pas dépasser la valeur de 2p. Pour une solution optimale, soit les deux dates de fin

souhaitées successives D[k] et D[k+1]. Entre ces deux dates dues, supposons qu’il existe

un temps mort sur la machine Mi de durée 3p.
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– Soit Jj un travail ordonnancé sur une machine Mi′,i′ 6=i entre la date du début et

de fin du temps mort considéré sur la machine Mi (cf. Figure 4.8). Nous pouvons

donc réduire le coût total en déplaçant le travail Jj sur Mi : si Jj est en retard, il

sera donc calé à gauche ; sinon, il sera calé à droite. Ce qui contredit l’optimalité

de S∗.

-
Jj

-
Mi

Mi′

D[k] D[k+1]

. . .

. . .

. . .

. . .

FIG. 4.8 – Exemple avec un temps mort X = 3p

– S’il n’existe aucune machine Mi′,i′=1,...,m∧i′ 6=i exécutant un travail Jj dans l’inter-

valle du temps mort considéré, alors le coût total peut être réduit comme suit : on

décale de p unités de temps toutes les sous-séquences de toutes les machines exé-

cutées après le temps mort considéré ; on réduit toutes les dates dues D[k+1], . . . , D[ℓ]

de p unités de temps. Ce qui contredit l’optimalité de S∗.

Ainsi, on ne peut pas avoir une solution optimale avec un temps mort de durée

supérieure à 2p.

Montrons maintenant qu’il existe toujours une solution optimale sans temps mort

de durée 2p.

Pour une solution optimale, nous supposons l’existence d’un temps mort sur une

machine Mi de durée 2p.

(a) S’il existe deux travaux Jj1 et Jj2 ordonnancés sur Mi′,i′ 6=i dans l’intervalle du

temps mort considéré (cf. figure 4.9), alors nous pouvons déplacer le travail Jj2 sur la

machine Mi. Ainsi, au pire, le coût total reste inchangé. Nous avons donc une nouvelle

solution optimale avec un temps mort de durée p (cf figure 4.10).

(b) sinon, s’il n’existe aucune machine Mi′,i′ 6=i exécutant deux travaux Jj1 et Jj2 dans

l’intervalle de temps mort considéré, alors S∗ n’est pas optimale car nous pouvons ré-

duire le coût total en décalant à gauche tout travail exécuté après le temps mort de

p unités de temps et en réduisant de p unités de temps toutes dates dues de valeur

supérieure à la date de fin du temps mort considéré sur Mi (cf. figure 4.11).

Par conséquent, pour une machine donnée, nous avons au maximum un seul temps

mort entre deux dates de fin souhaitées successives de durée p. 2
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-
Jj1

-
Mi

Mi′

D[k] D[k+1]

. . .

. . .

. . .

. . .Jj2

FIG. 4.9 – Exemple avec un temps mort de durée 2p

-
Jj1

-
Mi

Mi′

D[k] D[k+1]

. . .

. . .

. . .

. . .

Jj2

FIG. 4.10 – Construction d’une solution optimale avec un temps mort de durée p

-

Jj3 -
Mi

Mi′′

D[k] D[k+1]

. . .

. . .

. . .

. . .

-
Mi′′′ . . . . . .

Jj4

Jj5

FIG. 4.11 – Exemple d’amélioration d’une solution avec X = 2p par décalage à gauche
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Pour résumer, selon les propositions présentées ci-dessus, nous déduisons qu’il

existe toujours une solution optimale où à la fois, les dates de fin d’exécution des tra-

vaux et les valeurs optimales des dates dues sont des multiples de p. D’autre part,

comme nous l’avons vu, la durée du temps mort – s’il existe – sur une machine quel-

conque entre deux dates dues successives, est p.

Ainsi, pour déterminer une solution optimale, nous devons considérer au maxi-

mum (n + ℓ)p valeurs possibles de dates de fin souhaitées. De même, nous avons

au maximum (n + l)p valeurs possibles de dates de fin d’exécution. Cependant, cette

borne peut être améliorée en considérant (n + mℓ) travaux à ordonnancer (n travaux et

(mℓ) travaux fictifs qui représentent les ℓ temps morts possibles sur chaque machine).

D’autre part, il est clair qu’aucun travail n’est ordonnancé après qp avec q =
⌈

n+mℓ
m

⌉

.

Ainsi, le nombre de dates de fin d’exécution et le nombre de dates de fin souhaitées

sont au maximum de qp.

Par conséquent, nous proposons de résoudre le problème Pm|pi = p, di ∈ D, |D| =

ℓ|∑(αiEi + βiTi + γidi) comme suit :

– On détermine les (q =
⌈

n+mℓ
m

⌉

+ 1) valeurs possibles de chaque date de fin

Dk,k=1,2,...,ℓ, i.e. Dk ∈ {0, p, 2p, . . . , qp}, k = 1, 2, . . . ℓ.

– Pour chaque combinaison possible des différentes valeurs des dates de fin souhai-

tées (D1, D2, . . . , Dℓ), on détermine la matrice d’affectation Q de taille (mq× n).

Les éléments de Q sont définis par le coût d’avance-retard des travaux affectés

aux différentes positions possibles (rappelons qu’un travail Jj peut être ordon-

nancé sur une des m machines et Cj ∈ {p, 2p, . . . , qp}).

– Pour chaque matrice Q, on résout un problème d’affectation en O(mn3) (car q ≤
⌈ n+mn

m

⌉

< 2n).

Une solution optimale correspond à la meilleure des solutions trouvées des diffé-

rentes configurations de (D1, D2, . . . , Dℓ) qui peut être déterminée en O(mnℓ+3).

Théorème 4.2.10 Une solution optimale du problème Pm|pi = p, di ∈ D, |D| = ℓ|∑(αiEi +

βiTi + γidi) peut être déterminée en O(mnℓ+3).

Pour un nombre de dates de fin souhaitées ℓ constant et un nombre de machines

non fixe, on déduit le théorème suivant.

Théorème 4.2.11 Le problème d’ordonnancement P|pi = p, di ∈ D, |D| = ℓ|∑(αiEi +

βiTi + γidi) est polynomial.
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Selon les résultats expérimentaux, nous avons quelques remarks comme suit :

Remarque 4.2.1 Les instances avec (m = 2, n = 200, ℓ = 1) ou (m = 2, n = 20, ℓ = 4)

peuvent être résolues dans 10000s sur les machines de (CPU 3.00Ghz, 1 Go RAM) en utilisant

le solveur CPLEX 10.2 pour résoudre le problème d’affectation.

Remarque 4.2.2 Le temps de calcul va diminuer si le nombre des machines augmente.

4.2.3 Machines uniformes avec une seule date de fin souhaitée

Dans cette section nous considérons un problème d’ordonnancement à machines

parallèles uniformes avec une unique date de fin souhaitée contrôlable. Ce problème

noté Qm|pi = p, di = d|∑(αEi + βTi + γd) a été étudié par [165]. Les auteurs proposent

un algorithme en O(3m). Nous proposons une approche permettant de résoudre deux

problèmes connexes en O(m2). Ces problèmes sont notés :

– Qm|pi = p, di = d|∑(αEi + βTi) : le coût de la date de fin souhaitée est négli-

geable.

– Qm|pi = p, di = d, NSIT|∑(αEi + βTi + γd) : on interdit tout temps mort initial,

i.e. avant l’exécution de la première tâche affectée à chaque machine.

Nous commençons par énoncer quelques propriétés.

4.2.3.1 Quelques propriétés triviales

Il existe une solution optimale où :

Propriété 4.2.12 Il n’existe aucun temps mort entre deux travaux adjacents quelconques.

Propriété 4.2.13 Sur chaque machine, il existe un travail Ji tel que Si = 0 ou Ci = dopt.

Propriété 4.2.14 Il existe au moins une machine sans temps mort initial.

Propriété 4.2.15 Si dopt > 0, il existe une machine sans temps mort initial exécutant un

travail Ji avec Ci = dopt.

Propriété 4.2.16 Sur une machine Mi s’il existe un temps mort initial alors pXi ≤ λm p où

λm est la performance de la machine la plus lente Mm.

Propriété 4.2.17 ([169]) Si γ ≥ β/m, alors la valeur de la date de fin souhaitée optimale

est dopt = 0. Une solution optimale est obtenue en O(n log n) par la résolution du problème

Qm||∑ Cj [30].
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Remarque 4.2.3 Une solution optimale peut être représentée par un vecteur Y = (ye
1, ye

2, . . . ,

ye
m, yt

1, yt
2, . . . , yt

m). En effet, il suffit de connaître le nombre de travaux ordonnancés en avance

et en retard sur chaque machine (les travaux sont identiques). Les dates de début d’exécution

des travaux sont déterminées selon les propriétés présentées ci-dessus. Ainsi, le coût global f (S)

peut être calculé en O(m).

4.2.3.2 Le coût de la date de fin souhaitée est négligeable

Tout d’abord, nous considérons que la valeur de la date de fin souhaitée corres-

pond à la somme des durées opératoires. Ainsi, d = npλm. Pour résoudre ce problème

Qm|pi = p, di = npλm|∑(αEi + βTi), nous proposons un algorithme glouton intuitif

(cf. la figure 4.12) où une solution optimale peut être déterminée en O(mn).

Algorithme AssQm1 : Qm|pi = p, di = npλm|∑(αEi + βTi)

Soit L un ensemble de travaux déjà ordonnancés
L = ⊘
Pour chaque travail Jj, j = 1, . . . , n

Pour chaque machine Mi, i = 1, . . . , m rangées dans l’ordre non-croissant des λi
Ordonnancer le travail Jj en position la moins pénalisante
en respectant les travaux déjà placés, sachant que
”une position en retard est plus prioritaire qu’une position en avance”
L = L ∪ {Jj}

FinPour
FinPour

FIG. 4.12 – Algorithme pour Qm|pi = p, di = npλm|∑(αEi + βTi)

Ci-dessous une illustration de son déroulement sur un exemple avec n = 13, m = 3

où λi = i, ∀i = 1, 3 et pj = αj = β j = 1, ∀j. La solution optimale obtenue est présentée

dans la figure 4.13.

-

-

-

M1

M2

M3

1

2

3

5 48

9

6

7

12

13

10

11

d

FIG. 4.13 – Exemple d’application de l’algorithme AssQm1 avec 13 travaux

Cependant, nous allons voir comment cet algorithme peut être mieux exploité pour

déterminer une solution en O(m2).
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Proposition 4.2.18 L’algorithme AssQm1 peut déterminer une solution optimale en O(m2).

Preuve. L’idée de base de cette preuve repose sur la réduction de la taille de l’ins-

tance en entrée, c-à-d. au lieu de considérer les n travaux, nous allons montrer qu’il

suffit de déterminer l’affectation d’un nombre restreint de travaux, borné par O(m).

Nous allons écrire l’ensemble des contraintes qui nous permet de retrouver la so-

lution retournée par l’algorithme AssQm1. Comme nous allons le constater, le MILP

obtenu (modèle linéaire en nombre entier) peut être considéré comme une preuve d’op-

timalité de l’algorithme AssQm1.

Soit u(i,1) (resp. u(i,2)) le nombre de travaux ordonnancés en avance (resp. en retard)

sur une machine Mi. Ces valeurs correspondent à la solution optimale obtenue par

l’algorithme AssQm1.

1. Cas particuliers

On doit d’abord considérer les cas particuliers suivants :

– Cas d’une seule machine (m = 1) :

1. si α ≥ (n− 1)β alors u(1,1) = 0,

2. si β > (n− 1)α alors u(1,2) = 0,

– Cas de m machines parallèles identiques (λi = λ, ∀i) :

1. si α >
(n−m)

m β alors u(i,1) = 0, ∀i = 1, . . . , m,

2. si β >
(n−m)

m α alors u(i,2) = 0, ∀i = 1, . . . , m,

– Cas de m machines parallèles uniformes :

1. si α > ( (n−m)
∑ 1/λi

+ max λi)β alors u(i,1) = 0, ∀i = 1, . . . , m,

2. si β > ( (n−m)
∑ 1/λi

+ max λi)α alors u(i,2) = 0, ∀i = 1, . . . , m,

2. Modèle linéaire en nombre entier.

Nous proposons de modéliser ce problème par un MILP avec 2m variables de déci-

sions non-négatives u(i,j), i = 1, . . . , m, j = 1, 2 telles qu’elles ont été introduites précé-

demment.
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∑
m
i=1 ∑

2
j=1 u(i,j) = n−m (1)

αu(i,1) < β(u(i,2) + 1) ∀i = 1, . . . , m (2)

βu(i,2) ≤ α(u(i,1) + 1) ∀i = 1, . . . , m (3)

λiu(i,1) ≤ λk(u(k,1) + 1) ∀i = 1, . . . , m, ∀k = i + 1, . . . , m (4)

λku(k,1) < λi(u(i,1) + 1) ∀i = 1, . . . , m , ∀k = i + 1, . . . , m (5)

λiu(i,2) ≤ λk(u(k,2) + 1) ∀i = 1, . . . , m, ∀k = i + 1, . . . , m (6)

λku(k,2) < λi(u(i,2) + 1) ∀i = 1, . . . , m , ∀k = i + 1, . . . , m (7)

u(i,j) ∈ {0, 1, . . . , n} ∀i = 1, . . . , m , ∀j = 1, 2 (8)

Le nombre des travaux en avance et en retard correspond au nombre n − m car

nous avons exactement m travaux JàT (contrainte (1)). Pour une solution optimale obte-

nue par l’algorithme AssQm1, nous pouvons modéliser la relation entre chaque couple

(u(i,1), u(i,2)) par les contraintes (2) et (3) :

– un travail affecté à la première position sur la machine Mi ne peut pas être ordon-

nancé après le dernier travail en retard exécuté sur la même machine. Autrement

dit, le coût d’avance du premier travail ordonnancé sur Mi ne peut pas être supé-

rieur ou égal à son coût de retard s’il était exécuté en retard sur Mi, en dernière

position (contrainte (2)) ;

– le dernier travail exécuté sur Mi ne peut pas être déplacé en début de la séquence

des travaux exécutée sur Mi (contrainte (3)).

De le même façon, la relation entre chaque couple (u(i,1), u(k,1)) est modélisée par les

contraintes (4) et (5) :

– la date de fin d’exécution du premier travail affecté à Mi est supérieure ou égale

à la date de début d’exécution de la séquence des travaux exécutée sur Mk pour

tout i < k (contrainte (4)) ;

– réciproquement, la date de fin d’exécution du premier travail exécuté sur Mk est

strictement supérieure à la date de début d’exécution de la séquence exécutée sur

Mi pour tout i < k (contrainte (5)).

La relation entre chaque couple (u(i,2), u(k,2)) est modélisée par les contraintes (6) et

(7) :

– la date de début d’exécution du dernier travail ordonnancé sur Mi est inférieure

ou égale à la date de fin d’exécution du dernier travail ordonnancé sur Mk pour
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tout i < k (contrainte (6) ;

– la date de début du dernier travail exécuté sur machine Mk est strictement infé-

rieure à la date de fin d’exécution du dernier travail ordonnancé sur Mi pour tout

i < k (contrainte (7).

Les contraintes (8) expriment l’intégrité des variables de décision.

Analysons d’abord les cas particuliers dus aux valeurs nulles u(i,j) = 0. Il est clair

que :

1. Si u(i,1) = 0, nous pouvons alors déduire :

– u(k,1) = 0 (∀i = 1, . . . , m, ∀k ≥ i) ;

– u(k,2) ≤
⌊

λk
λi

⌋

(∀i = 1, . . . , m, ∀k < i) ;

– u(i,2) ≤
⌊

β
α

⌋

(∀i = 1, . . . , m).

2. Si u(i,2) = 0, nous pouvons alors déduire :

– u(k,2) = 0 (∀i = 1, . . . , m, ∀k ≥ i) ;

– u(k,1) ≤
⌊

λk
λi

⌋

(∀i = 1, . . . , m, ∀k < i) ;

– u(i,1) <
⌊

β
α

⌋

(∀i = 1, . . . , m).

Nous montrons que l’analyse des cas particuliers s’effectue en O(m). En effet, nous

disposons d’un certain nombre d’indicateurs qui nous permettent d’identifier les cas

particuliers. Ces indicateurs sont définis comme suit :

– si α ≥ β, alors :

1. u(i,2) = 0 ssi n ≤ m + ∑
i−1
k=1(

⌊

λi
λk

⌋

+
⌊

λiα
λk β

⌋

) ;

2. u(i,1) = 0 ssi n ≤ m + ∑
i−1
k=1(

⌊

λi
λk

⌋

+
⌊

λiα
λk β

⌋

) + α
β .

– si β ≥ α, alors :

1. u(i,1) = 0 ssi n ≤ m + ∑
i−1
k=1(

⌊

λi
λk

⌋

+
⌊

λi β
λkα

⌋

) ;

2. u(i,2) = 0 ssi n ≤ m + ∑
i−1
k=1(

⌊

λi
λk

⌋

+
⌊

λi β
λkα

⌋

) + β
α .

Ces indicateurs nous permettent donc de déterminer les valeurs nulles de certaines

variables u(i,j). Il nous reste par la suite à calculer les valeurs des variables stricte-

ment positives (u(i,j) ≥ 1). Ces valeurs restantes peuvent être déduites du MILP ré-

duit (puisque certaines valeurs ont été déjà calculées) selon une procédure décrite ci-

dessous.

Dans le cas général où (u(i,j) ≥ 1), ∀i = 1, . . . , m, j = 1, 2, nous procédons de la façon

suivante :
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3. Relaxation du MILP en nombres réels.

En partant du MILP présenté ci-dessus, nous allons réécrire un nouveau modèle li-

néaire simple (PLS) où les variables de décisions sont des réelles notées par u′
(i,j),i=1,m,j=1,2

.

L’objectif ici est d’avoir un PLS pour lequel une solution réalisable correspond à une so-

lution réelle réalisable du MILP relâché.

∑
m
i=1 ∑

2
j=1 u′(i,j) = n−m (1’)

αu′(i,1) = βu′(i,2) ∀i = 1, . . . , m (2’)

λiu′(i,j) = λku′(k,j) ∀j = 1, 2, ∀i = 1, . . . , m, ∀k = 1, . . . , m (3’)

Ainsi, les différentes valeurs des u′(i,j), i = 1, . . . , m, j = 1, 2 peuvent être déduites

directement comme suit :

– u′(1,1) = α+β
α (n−m) ∑

m
i=1

λ1
λi

;

– u′(1,2) =
αu′(1,1)

β ;

– u′(k,j) =
λ1u′(1,j)

λk
∀j = 1, 2, ∀k = 2, . . . , m.

Remarque 4.2.4 Cette étape est effectué en O(m).

4. Arrondir les valeurs.

Selon la solution réelle obtenue par l’étape précédente, les valeurs arrondies entières

u′′(i,j) peuvent être déterminées : u′′(i,j) =
⌊

u′(i,j)

⌋

, i = 1, . . . , m, j = 1, 2.

Nous pouvons ainsi vérifier que les valeurs u′′(i,j) respectent l’ensemble des contraintes

du MILP à l’exception de la contrainte (1). En effet, ∀i = 1, . . . , m, ∀k = i + 1, . . . , m,

nous avons :

– n− 2m ≤ ∑
m
i=1 ∑

2
j=1 u′′(i,j) ≤ n−m (1”)

– αu′′(i,1) ≤ αu′(i,1) = βu′′(i,2) < β(u′′(i,2) + 1)

– βu′′(i,2) ≤ βu′(i,2) = αu′′(i,1) < α(u′′(i,1) + 1)

– λiu′′(i,1) ≤ λiu′(i,1) = λku′(k,1) < λk(u′′(k,1) + 1)

– λku′′(k,1) ≤ λku′(k,1) = λiu′(i,1) < λi(u′′(i,1) + 1)

– λiu′′(i,2) ≤ λiu′(i,2) = λku′(k,2) < λk(u′′(k,2) + 1)

– λku′′(k,2) ≤ λku′(k,2) = λiu′(i,2) < λi(u′′(i,2) + 1)

⇒ Les valeurs de u′′(i,j), i = 1, . . . , m, j = 1, 2 déterminent donc une solution opti-

male du Qm|pi = p, di = npλm|∑(αEi + βTi) avec (m + ∑
m
i=1 ∑

2
j=1 u′′(i,j)) travaux où

exactement m travaux sont JàT. Cependant, nous devons donc déterminer l’ordonnan-

cement des n− (m + ∑
m
i=1 ∑

2
j=1 u′′(i,j)) travaux restants. Selon l’inégalité (1”), ce nombre
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est borné par m. Ainsi, l’ordonnancement des ces travaux restants est réalisé par l’algo-

rithme AssQm1 en O(m2). 2

De ce qui vient d’être exposé, nous pouvons déduire le théorème suivant :

Théorème 4.2.19 Une solution optimale du problème Qm|pi = p|∑ Ci peut être obtenue en

O(m2).

Preuve. En effet, il suffit de remplacer les variables de décision ui,j par ui. ui repré-

sentant le nombre de travaux exécutés sur la machine Mi. Ainsi, la preuve reste valide.

2

4.2.3.3 Pas de temps mort initial sur les machines

Dans la suite, nous considérons le problème d’ordonnancement Qm|pi = p, di =

d, NSIT|∑(αEi + βTi + γd) pour lequel une solution optimale ne doit pas avoir un

temps mort initial ∀i = 1, . . . , m. Nous notons par dNSIT la date de fin souhaitée opti-

male.

Proposition 4.2.20 Une solution optimale pour le problème Qm|pi = p, di = d, NSIT|∑(αEi +

βTi + γd) peut être obtenue en O(m2).

Preuve.

Puisqu’il s’agit de déterminer une solution optimale sans temps mort initial, l’ordon-

nancement des travaux est obtenu en résolvant le problème Qm|pi = p|∑ Ci en O(m2)

(voir théorème 4.2.19). On peut alors construire un algorithme glouton pour déterminer

la date de fin souhaitée optimale dNSIT en O(m2n) en deux étapes :

1. Si la date de fin souhaitée est différente de zéro, il existe un travail JàT, nous avons

donc au maximum mn + 1 valeurs possibles de dNSIT,

2. Selon une date de fin souhaitée donnée, on détermine le nombre de travaux en

avance et en retard sur chaque machine. Donc, le coût sera calculé en O(m) (cf.

remarque 4.2.3).

Cependant, nous allons montrer que le nombre de dNSIT possibles est bornée par

O(m). Ainsi, le calcul de dNSIT peut être donné en O(m2) comme suit.

Soient n1, n2 et n3 le nombre des travaux ordonnancés en avance, JàT et en retard.

Nous avons donc n = n1 + n2 + n3. Pour une date de fin souhaitée, si dNSIT est déplacée
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vers la gauche d’une unité de temps, le coût global ne peut pas être amélioré. Ainsi,

nous avons :

−n1α + (n2 + n3)β− nγ ≥ 0

⇔ −n1α + (n− n1)β− nγ ≥ 0

⇔ −n1(α + β) + n(β− γ) ≥ 0

⇔ n1 ≤
n(β− γ)

α + β

Comme n2 ≤ m, nous avons donc : n1 + n2 ≤
n(β− γ)

α + β
+ m.

Si dNSIT est déplacée vers la droite d’une unité de temps, le coût global ne peut pas

être amélioré. Ainsi, nous avons :

(n1 + n2)α− n3β + nγ ≥ 0

⇔ (n− n3)α− n3β + nγ ≥ 0

⇔ n3 ≤
n(α + γ)

α + β

⇔ n− n1 − n2 ≤
n(α + γ)

α + β

⇔ n1 + n2 ≥
n(β− γ)

α + β

Par conséquent, nβ−γ
α+β ≤ n1 + n2 ≤

nβ−γ
α+β + m.

C’est-à-dire, nous avons au maximum m + 1 valeurs possibles pour la somme (n1 +

n2). D’où, nous devons considérer m + 1 valeurs possibles pour déterminer la valeur

optimale dNSIT selon la procédure suivante :

1. Considérons d’abord le cas : n1 + n2 = nβ−γ
α+β . On résout le problème Qm||∑ Ci

avec les n1 + n2 travaux (cf théorème 4.2.19). Ainsi, le makespan obtenu définit la

première date de fin souhaitée d0 (en O(m)). Le coût de la solution optimale S(d0)

sur les n travaux pour la valeur de d0 est obtenu en O(m) (cf. remarque 4.2.3).

2. De façon itérative, pour n1 + n2 variant de ( nβ−γ
α+β + 1) à ( nβ−γ

α+β + m) par pas de 1

(i.e. i = 1, . . . , m), on opère de la façon suivante : à chaque itération i on affecte un

nouveau travail à la machine qui lui permettrait de finir au plus tôt. L’affectation

est effectuée en O(m). La nouvelle date de fin souhaitée di correspond à la nou-

velle valeur du makespan, donnée . Le coût de la solution optimale S(di) sur les

n travaux pour la valeur de di est obtenu en O(m).

La date de fin souhaitée optimale dNSIT est donnée par : dNSIT = di|i = argminj=0,m(S(dj)).

La complexité au total est donc en O(m2). 2
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4.3 Durées opératoires quelconques

4.3.1 Une seule machine avec une seule date de fin souhaitée

Dans cette section, nous allons d’abord étudier l’équivalence entre les deux pro-

blèmes suivants : 1|di = d, non − restrictive|∑(αEi + βTi) qu’on appellera UNRES et

le problème CON, noté 1|di = d|∑(αiEi + βiTi + γd). Par cette étude, nous montrons

qu’on peut construire une solution optimale pour l’un si on connait une solution opti-

male de l’autre. Par la suite, l’existence d’un schéma d’approximation sera abordé.

4.3.1.1 Equivalence entre problèmes CON et cas non-restrictif

En s’appuyant sur la proposition 4.2.1 présentée dans la section 4.2.1, nous mon-

trons que dopt = ∑i,Ci≤d pi. L’idée globale de notre raisonnement se base sur l’ajout d’un

travail fictif. Pour une solution optimale, nous montrons que ce travail est ordonnancé

en première position en avance.

Lemme 4.3.1 UNRES ∝ CON.

Proof. Supposons qu’on sait résoudre CON alors il suffit de poser γ = 0. La solution

obtenue dans ce cas est une solution optimale pour le problème UNRES. 2

Lemme 4.3.2 CON ∝ UNRES.

Proof. Supposons qu’on sait résoudre UNRES, soit une instance de n travaux du

problème CON quelconque. Nous construisons une instance avec n + 1 travaux du

problème UNRES comme suit :

– pour le travail Ji, i = 1, . . . , n : sa durée opératoire, sa pénalité d’avance et de

retard sont identiques pour les deux instances ;

– pour le travail Jn+1 : pn+1 = max(P; 2R× nγ) ; αn+1 = nγ ; βn+1 = nγ + ∑
n
k=1 αk

avec R = maxn
i=1(pi/αi)

Par définition, nous avons
pn+1

αn+1
≥ 2R >

pi

αi
pour tout i = 1, . . . , n. Nous allons

montrer comment construire une solution optimale S∗(CON) pour CON à partir d’une

solution optimale de UNRES S∗(UNRES).

Concernant la décision du travail Jn+1 dans S∗(UNRES),

– si Jn+1 est ordonnancé en avance ou JàT (i.e. Cn+1 ≤ d), ce travail occupe alors la

première position (l’ordonnancement des travaux respecte la règle V-shape).

118



4.3. DURÉES OPÉRATOIRES QUELCONQUES

– sinon (Jn+1 est en retard, Cn+1 > d) : on construit une nouvelle solution S′ par le

déplacement de la séquence S∗(UNRES) d’une unité de temps vers la gauche. Le

nouveau coût global par rapport à la solution S∗(UNRES) diminue de ∆ donnée

par : ∆ = ∑
n
i=1,Ci≥d βi + βn+1 − ∑

n
i=1,Ci<d αi > 0 (ce qui contredit l’optimalité de

S∗(UNRES)).

Par conséquent, Jn+1 est ordonnancé en première position en avance.

Construisons maintenant une solution S(CON) pour CON à partir de S∗(UNRES),

comme suit :

– les travaux ordonnancés en avance (resp. en retard) dans S(CON) correspondent

aux travaux ordonnancés en avance (resp. en retard) dans S∗(UNRES) à l’exception

de Jn+1 ;

– la valeur de la date de fin souhaitée optimale dopt est donnée par la somme des

durées opératoires des travaux ordonnancés en avance.

Par conséquent, le coût total de l’avance et de retard des travaux défini par S∗(UNRES)

n’est autre que le coût global correspondant à la solution S(CON).

Nous montrons que S(CON) est aussi optimale. Supposons qu’il existe une autre

solution meilleure S(CON)
1 . À partir de S(CON)

1 , on construit un autre ordonnancement

pour le problème UNRES, noté S(UNRES)
1 :

– l’ensemble des travaux ordonnancés en avance et l’ensemble des travaux ordon-

nancés en retard pour les deux solutions S(CON)
1 et S(UNRES)

1 sont identiques (l’ordre

des travaux est bien sûr le même) ;

– le travail Jn+1 sera ordonnancé en première position en avance.

Par conséquent, le coût global de S(UNRES)
1 est égal au coût global de S(CON)

1 . On

obtient alors une meilleure solution que S∗(UNRES)(contradiction avec l’optimalité de

S∗(UNRES)). 2

Nous avons donc le théorème suivant.

Théorème 4.3.1 CON ≡ UNRES.

Selon ce dernier théorème, il est donc possible de construire en temps polynomial

une solution optimale pour le 1|di = d|∑(αiEi + βiTi + γd) à partir d’une solution ob-

tenue par la résolution du problème 1|di = d|∑(αiEi + βiTi) et vice-versa. Par exemple,

on propose de résoudre CON par la procédure par séparation et évaluation (PSE) pro-

posée par Sourd [202] pour le problème 1|di = d|∑(αiEi + βiTi). En effet, pour des
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durées opératoires entre [1, 20], Sourd montre que la PSE proposée peut aller jusqu’à

1000 travaux en un temps ne dépassant pas 1/2 heure de calculs.

Dans le paragraphe suivant, nous allons montrer comment un schéma d’approxi-

mation polynomial peut être déduit pour le problème CON à partir des schémas définis

pour le cas non-restrictif.

4.3.1.2 Schémas d’approximation

Théorème 4.3.2 Le cas symétrique du problème CON, 1|di = d|∑(wiEi + wiTi + γd), admet

un FPTAS.

Preuve. Il a été montré par Kovalyov et Kubiak [140] que le problème UNRES sy-

métrique, 1|di = d, non − restrictive|∑ wi(Ei + Ti), accepte un FPTAS. Pour détermi-

ner un FPTAS pour le problème CON, nous construisons une instance pour le UNRES

avec n + 1 travaux à partir d’une instance quelconque de n travaux du problème CON

comme suit :

– pour le travail Ji, i = 1 . . . n : sa durée opératoire, sa pénalité d’avance et de retard

sont identiques pour les deux instances ;

– pour le travail Jn+1 : pn+1 = max(2P; R×nγ) ; wn+1 = nγ avec R = maxn
i=1(pi/αi).

En suivant la même démarche que celle utilisée pour le lemme 4.3.2, à partir de

la solution obtenue par le FPTAS du cas symétrique du problème UNRES, nous pou-

vons donc construire en temps polynomial une solution pour le CON avec garantie de

performance (1 + ε). 2

Théorème 4.3.3 Le problème d’ordonnancement 1|di = d|∑(αiEi + βiTi + γd) accepte un

PTAS sous l’hypothèse αmin ≤ αi ≤ αmax, ∀i = 1 . . . n et αmax/αmin ≤ 2.

Preuve. Rappelons que le problème 1|di = d, non − restrictive|∑(αiEi + βiTi) ac-

cepte un PTAS (cf. section 3.4.1) [106]. Pour déterminer un PTAS pour le problème

CON, nous construisons une instance pour le UNRES avec n + 1 travaux à partir d’une

instance quelconque de n travaux du problème CON comme suit :

– pour le travail Ji, i = 1 . . . n : sa durée opératoire, sa pénalité d’avance et de retard

sont identiques pour les deux instances ;

– pour le travail Jn+1 : pn+1 = max(P; R× nγ) ; αn+1 = nγ ; βn+1 = 2αn+1/ε avec

R = maxn
k=1(pk/αk).
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Notons que selon le PTAS proposé pour le problème UNRES, le travail Jn+1 est

’décidé en avance’ (αn+1 < εβn+1 cf. section 3.4.1).

En suivant la même démarche que celle utilisée pour le lemme 4.3.2, à partir de la

solution obtenue par le PTAS du problème UNRES, nous pouvons donc construire en

temps polynomial une solution pour le CON avec garantie de performance (1 + ε). 2

4.3.2 Machines parallèles avec une seule date de fin souhaitée

Pour résoudre le problème Pm|di = d|∑(αiEi + βiTi + γd), un modèle mathéma-

tique en nombres entiers est développé. A la fin de cette section, nous montrons com-

ment obtenir une borne inférieure en utilisant la relaxation Lagrangienne.

4.3.2.1 Propriétés

Dans le cas de m machines parallèles, il est facile de montrer les propriétés sui-

vantes :

Propriété 4.3.4 Il existe une solution optimale où :

1. il n’y a pas de temps mort entre deux travaux adjacents ;

2. sur chaque machine, il existe un travail qui commence à la date zéro ou s’achève à la date

d (le deuxième cas est possible si d > 0) ;

3. il y a au moins un travail qui commence à la date zéro ;

4. si d > 0, il existe une machine sur laquelle un travail commence à la date zéro et un autre

travail se termine à la date d.

4.3.2.2 Modèle mathématique

Nous allons présenter dans la suite un modèle basé sur une formulation indexée

sur le temps (time indexed formulation). Soit xit une variable binaire valant 1 si Ci = t

et 0 sinon. On introduit un horizon d’ordonnancement T qui est une borne supérieure

du Cmax (date de fin globale) de la solution optimale. Par exemple, T peut être dé-

fini par ∑
n
i=1 pi. Soit n le nombre de travaux, le problème d’ordonnancement Pm|di =

d|∑(αiEi + βiTi + γd), avec (Z) la fonction objectif, est défini de la manière suivante :

Z = min
n

∑
i=1

T

∑
t=0

fi(d, t)xit (4.1)
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sous les contraintes :
T

∑
t=0

xit = 1, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} (4.2)

n

∑
i=1

t+pi

∑
s=t+1

xit ≤ m, ∀t ∈ [0, T ] (4.3)

xit = 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, ∀t ∈ [0, pi − 1] (4.4)

xit ∈ {0, 1}, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, ∀t ∈ [0, T ] (4.5)

L’équation 4.2 nous assure que chaque travail ne s’exécute qu’une seule fois. À un

instant t, au maximum m travaux sont exécutés en parallèle (inégalité 4.3). La date de

fin d’un travail exécuté au début de l’ordonnancement correspond à sa durée opératoire

(équation 4.4). Les variables de décision sont binaires (contrainte 4.5), i.e. xit = 1 si Ji se

termine à la date t ; 0 sinon.

Le coût de l’ordonnancement est donné par la fonction objectif définie par l’équation

4.1. On pourra noter que cette fonction objectif est en fonction de d et t : fi(d, t) =

αi max(0, d− t) + βi max(0, t− d) + γd.

4.3.2.3 Borne inférieure

Les bornes inférieures de qualités jouent un rôle important pour la mise en place

d’une méthode exacte telle qu’une PSE ou même pour mesurer les performances des

(meta-)heuristiques. Dans la suite, nous proposons donc une borne inférieure basée sur

la relaxation Lagrangienne [122]. En effet, la relaxation Lagrangienne est une technique

qui consiste à relâcher des contraintes difficiles en les intégrant dans la fonction objectif

et en la pénalisant si cette contrainte n’est pas respectée [82]. Pour le cas de dates de fin

souhaitées données, plusieurs bornes inférieures utilisant la relaxation Lagrangienne

ont été développées [203, 64, 132, 22].

En se basant sur le modèle MIP présenté ci-dessus, nous proposons de relâcher la

contrainte de non-chevauchement des travaux (inégalité 4.3). Les multiplicateurs la-

grangiens µ = (µ0, µ1, . . . , µT ) sont introduits. Pour résoudre le problème (LR), on

résout le problème (LRµ) avec un vecteur µ ≥ 0 donné. Une solution optimale de (LR)

correspond au maxµ(LRµ). La fonction objectif de (LRµ) est donnée comme suit :
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LRµ = min

(

n

∑
i=1

T

∑
t=0

fi(d, t)xit +
T

∑
t=0

µt(
n

∑
i=1

t+pi

∑
s=t+1

xis −m)

)

= min

(

n

∑
i=1

T

∑
t=0

fi(d, t)xit +
T

∑
t=0

µt

n

∑
i=1

t+pi

∑
s=t+1

xis −m
T

∑
t=0

µt

)

= min

(

n

∑
i=1

(
T

∑
t=0

fi(d, t)xit +
T

∑
t=0

µt

t+pi

∑
s=t+1

xis)−m
T

∑
t=0

µt

)

= min

(

n

∑
i=1

(
T

∑
t=0

fi(d, t)xit +
T

∑
t=0

xit

t−1

∑
s=t−pi

µs)−m
T

∑
t=0

µt

)

⇒ LRµ = min

(

n

∑
i=1

T

∑
t=0

xit( fi(d, t) +
t−1

∑
s=t−pi

µs)−m
T

∑
t=0

µt

)

(4.6)

Le coût de la solution optimale du problème (LRµ≥0) n’est autre qu’une borne infé-

rieure pour le problème (Z), puisque :

– soit S une solution réalisable du problème. Alors, LRµ(S) ≤ Z(S), du fait que

la contribution de la pénalité liée à la contrainte 4.3 au coût globale de LRµ est

négative.

– soit Sopt une solution optimale pour le problème (Z). Alors, LRµ(Sopt) ≤ Z(Sopt).

– soit Sopt
LR une solution optimale pour le problème (LR). Alors, LRµ(Sopt

LR ) ≤ LR(Sopt).

⇒ LRµ(Sopt
LR ) ≤ Z(Sopt).

Algorithme pour le problème primal

Considérons maintenant la version primale du problème (LR), c-à-d. pour une va-

leur fixée du vecteur µ, nous cherchons une solution optimale pour le problème (LRµ).

Dans la fonction du coût de (LRµ), la valeur m ∑
T
t=0 µt est une constante. On cherche

donc à minimiser la valeur ∑
n
i=1 ∑

T
t=0 xit fi(d, t) + ∑

t−1
s=t−pi

µs (équation 4.6).

Pour un travail Ji et pour une date de fin souhaitée d donnée, on définit une courbe

représentant le coût d’avance et une autre pour le coût de retard définies par la fonction

objectif fi(d, t)xit. Supposons que le travail Ji est en avance et se termine à la date t. La

différence des coûts d’avance, s’il se termine d’une unité de temps plus tôt (i.e. à t− 1),

est donnée par : fi(d, t− 1)xit−1 − fi(d, t)xit = αi. De même, la différence des coûts de

retard s’il se termine d’une unité de temps plus tard est : fi(d, t + 1)xit+1 − fi(d, t)xit =
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βi. Par conséquent, les courbes d’avance et de retard définies par fi(d, t) sont linéaires.

On s’intéresse maintenant au coût donné par ∑
t−1
s=t−pi

µs selon l’équation 4.6. Notons

fm(t) = ∑
t−1
s=t−pi

µs. Nous avons :

fm(t)− fm(t− 1) =
t−1

∑
s=t−pi

µs −
t−2

∑
s=t−pi−1

µs = µt−1 − µt−pi−1 (4.7)

Selon la formule 4.7, en calculant la valeur de la fonction objectif pour t = 0, nous

pouvons déduire l’allure des deux courbes (d’avance et de retard) avec t > 0.

Selon les différentes valeurs des multiplicateurs lagrangiens µ, nos courbes d’avance

et de retard d’un travail Ji, pour une date de fin souhaitée d donnée, sont définies par

la fonction de coût suivante (cf. figure 4.14) :

fi(t, d) +
t−1

∑
s=t−pi

µs (4.8)

FIG. 4.14 – Courbes du coût d’avance et de retard d’un travail Ji

On s’intéresse donc à la date de fin d’exécution de chaque travail Ji. Pour une date

de fin souhaitée donnée d : soit v1 le coût d’avance minimal de Ji et v2 son coût de

retard minimal (cf. la courbe des coûts d’avance et retard de la figure 4.14). La valeur

min(v1, v2), nous permet de déterminer la date de fin d’exécution de Ji.

Comme la valeur de la fonction du coût dépend entre autre, de d, pour une nouvelle

valeur de la date due d + x, nous avons une nouvelle courbe des coûts d’avance (resp.

retard) où la distance entre les deux courbes est x× αi (reps. x× βi).

Ainsi, si d = x + 1, on doit déterminer la nouvelle valeur minimale définie par

la plus petite valeur entre le meilleur coût d’avance calculé dans l’intervalle [0, x] et

v′1 correspondant à la nouvelle date de fin souhaitée. De même, pour la courbe des

différents coûts de retard de Ji, la nouvelle valeur minimale v′2 pour d = x + 1 est définie
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par v2 pour d = x si le point correspondant à v2 correspond à une position en retard,

sinon on doit déterminer la meilleure nouvelle valeur v2. Dans ce cas, Ci optimale est

donnée par la valeur minimale entre v1 et v2.

Comme ici on ne s’intéresse qu’à la date de fin souhaitée qui minimise la fonction

objectif, pour simplifier, on sépare les deux courbes comme suit : la courbe indiquant

les différents coût d’avance d’un travail est définie par d = T . Quant à la courbe des

différents coûts de retard, elle est définie par d = 0. Cependant, on peut définir une

liste des différents points de la courbe des coûts de retard, rangés dans l’ordre non-

décroissant, afin de minimiser le temps de recherche de la meilleure valeur v2.

Pour déterminer la date de fin souhaitée optimale pour le (LR), l’algorithme doit

donc parcourir les différentes valeurs possibles de la date de fin souhaitée d ∈ [0, T ].

Puis, pour chaque valeur de d, déterminer la date de fin d’exécution pour chaque travail

qui minimise l’équation 4.8, ainsi que le coût de la fonction objectif de LRµ (l’équation

4.6).

La complexité de l’algorithme est donc en O(nT log T ). Dans la section suivante,

nous allons montrer comment déterminer les valeurs du vecteur µ afin que la solution

optimale trouvée par la résolution du problème (LRµ) soit maximale, donc la meilleure

borne inférieure pour le problème.

Algorithme pour le problème dual Pour déterminer le vecteur µ, nous utilisons la

méthode du sous-gradient [219] afin d’optimiser les valeurs de µ et ainsi pouvoir mi-

nimiser l’écart entre la borne inférieure du problème (LRµ) pour un µ donné, et une

borne supérieure du problème.

Algorithme Sous-gradient

1. Initialiser µ(0) à zéro.

2. Rappelons que f (µ) = ∑
n
i=1(∑

T
t=0 fi(d, t)xit + ∑

T
t=0 µt ∑

t+pi
s=t+1 xis−m). Pour µ(k) (µ

à la k-ième itération) donné, choisir le sous-gradient g(r)
t = δ f (µ) = ∑

n
i=1 ∑

t+pi
s=t+1 xis−

m. Si g(k)
t = 0 pour tout t ∈ [0, T ], alors µ(k) est un vecteur optimal. Sinon, aller à

l’étape 3.

3. Soit µ(k+1) = µ(k) + ν(k)g(k). (La procédure pour sélectionner ν(k) est donnée par

la suite).

k← k + 1 ; Aller à l’étape 2.

La procédure pour sélectionner ν(k) est la suivante :
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1. ν(k) est une série divergente : ∑
∞
k=1 ν(k) = ∞, ν(k) ← 0 si k← ∞.

2. ν(k) est une série géométrique : ν(k) =
| f − f (µ(k))|ρk

||g(k)||2
où ρ ∈ (0, 1) est une

constante donnée, et f une borne supérieure du problème initial.

Critère d’arrêt

Enfin la dernière étape dans la recherche de borne inférieure est le critère d’arrêt.

Il existe de nombreux critères d’arrêt possibles : nombre d’itérations maximum, temps

de recherche maximum, évolution du coût de la meilleure solution trouvée. Le premier

consiste à s’arrêter une fois que le nombre d’itérations demandées a été effectué. Le

second consiste à stopper la recherche au bout d’un certain temps. Enfin le dernier

implique l’arrêt de la recherche si le coût de la meilleure solution trouvée n’a pas été

amélioré au bout d’un certain nombre d’itérations, c’est le critère d’arrêt retenu.

Borne supérieure Pour évaluer la qualité de la borne inférieure, nous avons déve-

loppé une recherche tabou simple [75, 76, 52]. La fonction de voisinage consiste à gé-

nérer un ensemble de solutions à partir d’une solution donnée. La solution initiale est

générée par l’heuristique suivante : pour chaque travail, on calcule les deux ratios αi/pi

et βi/pi. En fonction de ces ratios, on détermine l’ensemble des travaux ordonnan-

cés en avance (si αi/pi < βi/pi) et l’ensemble des travaux ordonnancés en retard (si

αi/pi > βi/pi). Les travaux avec αi/pi = βi/pi, sont affectés aléatoirement à un des

deux ensembles. L’ordonnancement des travaux respecte le V-shape. Pour l’affectation

des travaux aux machines, on utilise la règle ”machine libre au plus tôt”.

La fonction de voisinage est définie comme suit : pour un travail ordonnancé en

avance (resp. en retard), on affecte ce travail à une position en retard (en avance). On

construit ainsi de nouvelles listes de travaux à ordonnancer en avance et en retard sur

les m machines.

Résultats expérimentaux Pour évaluer expérimentalement les performances de la

borne inférieure proposée, nous avons généré 100 instances pour chaque configuara-

tion (pi, αi, βi, n× γ) où :

– le nombre de travaux considérés est : n ∈ {20, 30, 40, 100, 150}

– les durées opératoires ont été générées aléatoirement dans [10, 100]

– les pénalités d’avance αi ont été générées aléatoirement dans [1, 50]

– les pénalités de retard βi ont été générées aléatoirement dans [1, 50]
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– le coût de la date de fin souhaitée a été généré aléatoirement dans [10, 100]

Le critère d’arrêt pour le calcul de la borne supérieure a été fixé à 300 itérations. La

taille de la liste tabou est fixée à 10.

Le critère d’arrêt de la borne inférieure a été défini comme suit : arrêter la recherche

au bout d’une minute si aucune amélioration de la meilleure solution de plus de 0,1%

n’est trouvée. C’est un bon compromis constaté entre le temps de calcul et la qualité de

la solution trouvée.

La table 4.2 donne une idée de l’écart entre la borne inférieure et supérieure dans le

cas d’une seule machine.

n nombre d’instances moyenne(%) écart-type (%)
20 100 3,7 7,38
30 100 5,26 8,03
40 100 7,47 5,41
100 100 32,04 12,41
150 100 54,32 18,08

TAB. 4.2 – Performance de la borne inférieure par rapport à une borne supérieure

Comme nous le constatons, le gap devient important dès que le nombre de travaux

dépasse les 40 travaux. Ces résultats peuvent être expliqués pour les deux raisons sui-

vantes :

– la borne inférieure peut être améliorée : en proposant une heuristique pour déter-

miner le vecteur µ pour remplacer la méthode du sous-gradient ;

– la borne supérieure peut être améliorée : en augmentant le nombre d’itérations ;

en étudiant d’autres fonctions de voisinage ; en ajoutant le critère d’aspiration qui

permet de sortir d’un minimum local. Il est même possible de proposer d’autres

heuristiques pour la résolution du problème étudié, par exemple en construisant

une solution à partir de celle obtenue par la relaxation Lagrangienne.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé quelques problème d’ordonnancement JàT où

la date de fin souhaitée est une variable de décision. Quelques nouveaux cas polyno-

miaux ont été identifiés avec durées opératoires identiques et une famille de dates de

fin souhaitées contrôlables. Le cas général a été également étudié où principalement,

nous avons montré l’équivalence entre le problème CON et le problème JàT avec une
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date de fin souhaitée commune non-restrictive, étudié dans le chapitre précédent.

Nous avons proposé une borne inférieure pour le problème Pm|di = d|∑(αiEi +

βiTi + γd) basée sur la relaxation Lagrangienne. Cette borne peut être généralisée au

cas d’une famille de dates de fin souhaitées.

Il serait intéressant de tester la PSE de F. Sourd [202] pour résoudre le problème

CON et comparer par la suite les résultats obtenus avec la borne inférieure proposée.

L’étude de l’existence des schémas d’approximation pour le cas de m machines reste un

problème ouvert.
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Chapitre 5
Conclusion et perspectives de la

première partie

Face à la complexité croissante des produits et services, aux fluctuations des prix et

à l’instabilité de la situation financière, les objectifs stratégiques des entreprises visent à

réduire les coûts, améliorer le service et amener les produits au plus vite sur le marché.

De nos jours, on nous parle de plus en plus du concept Lean défini par deux piliers fon-

damentaux : le système JàT et la Qualité de service. Adopter un processus synchrone et

équilibrer est une stratégie principale sur laquelle repose le Lean manufacturing . ”Face

aux exigences du marché, on doit penser Lean et cela à tous les niveaux décisionnels

(stratégique, tactique et opérationnel) et tout au long de la chaîne logistique”, telle est

la pensée d’un manager, de nos jours. Ainsi, les modèles JàT étudiés dans cette pre-

mière partie de thèse, peuvent trouver leur place – au niveau opérationnel – dans un

tel concept.

En particulier, nous nous sommes appuyés sur des concepts de la théorie de la re-

cherche opérationnelle, afin de mettre en évidence son intérêt pour des applications

pratiques des problèmes d’ordonnancement JàT. Nous nous sommes donc intéressés

aux critères d’avance-retard des travaux. L’avance et le retard sont mesurés par rapport

aux souhaits des clients pour la partie aval (dates de fin souhaitées). Deux types de

dates de fin souhaitées ont été considérés :

1. dates de fin souhaitées connues et données par le chef d’atelier, voire par le client

qui précise la date à laquelle il souhaite être livré. Selon la valeur de cette date

de fin, deux cas se présentent : date de fin restrictive – qui a fait l’objet de l’étude
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des chapitres 2 et 3 (rappelons que dans le chapitre 2, les coûts d’avances ont été

considérés négligeables)- et date de fin non-restrictive – qui a fait l’objet d’étude

du chapitre 3 également.

2. dates de fin souhaitées contrôlables définies comme une date de fin pour l’atelier

et qui peut correspondre à une certaine marge permettant de compenser les aléas

de production d’une part et le délai de livraison d’autre part.

Comme nous l’avons vu, ces dates de fin peuvent être communes à tous les travaux où

à une famille de travaux.

Même si l’ordonnancement JàT a vu ses résultats considérablement approfondis

ces dernières années, plusieurs problèmes JàT méritent, de la part des chercheurs, une

attention particulière. En effet, si on se focalise uniquement sur des problèmes adjacents

à ceux étudiés dans cette partie de thèse, nous remarquons que certaines questions

demeurent ouvertes, telles que l’existence des heuristiques à garantie de performance

voire des schémas d’approximation polynomiaux (cf. tableau 5.1).
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Unitaire Identique Symétrique Quelconque
(αi = βi = 1) (αi = α, βi = β) (αi = βi = wi) (αi, βi)

U
ne

se
u

le
m

ac
hi

ne

d i
=

d

date de fin souhaitée donnée non-restrictive PO [129] PO [61] FPTAS [140] PTAS ∗

∑i(αiEi + βiTi) restrictive 4/3-approximation [103] Ouvert Ouvert Ouvert

date de fin souhaitée contrôlable
PO [169] PO [169] FPTAS PTAS ∗

∑i(αiEi + βiTi + γd)

p i
=

p,
d i
∈

D
,

|D
|
=

k, dates de fin souhaitées données
PO

∑i(αiEi + βiTi)
dates de fin souhaitées contrôlables

PO
∑i(αiEi + βiTi + γd)

m
m

ac
hi

ne
s

p
ar

al
-

lè
le

s
id

en
ti

qu
es

d i
=

d

date de fin souhaitée donnée non-restrictive FPTAS [221] FPTAS [221] Ouvert PTAS ∗

∑i(αiEi + βiTi) restrictive Ouvert NPO \APX Ouvert NPO \APX

date de fin souhaitée contrôlable
PO [40, 50] PO [40, 50] Ouvert Ouvert

∑i(αiEi + βiTi + γd)

p i
=

p,
d i
∈

D
,

|D
|
=

k, dates de fin souhaitées données
PO

∑i(αiEi + βiTi)
dates de fin souhaitées contrôlables

PO
∑i(αiEi + βiTi + γd)

(PTAS ∗) : PTAS sous l’hypothèse αmin ≤ αi ≤ αmax et αmax/αmin ≤ 2

TAB. 5.1 – Bilan et perspectives
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Deuxième partie

Ordonnancement de travaux

interférant indépendants
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Chapitre 6
Introduction à l’ordonnancement des

travaux interférants

Mesurer la qualité d’un ordonnancement à l’aide d’un seul critère pour tous les tra-

vaux n’est pas toujours pertinent. En pratique, il arrive que le chef d’atelier impose

un critère sur l’ensemble des travaux à réaliser au sein de son système de production

tout en essayant de minimiser un autre critère imposé par un client vis-à-vis de sa

demande, i.e. pour les travaux qui le concernent. Il s’agit donc de l’ordonnancement

avec "travaux interférants". Dans ce chapitre, nous présentons le contexte de

l’ordonnancement de travaux interférants et quelques exemples industriels. Nous

présentons rapidement la définition d’un problème d’ordonnancement multi-critère.

Ensuite, l’intérêt de cette étude par rapport aux problèmes étudiés dans la littérature

est démontré.

6.1 Motivation et contexte de travail

Classiquement, la mesure de la qualité d’un ordonnancement se base sur un seul cri-

tère à optimiser pour l’ensemble des travaux. En effet, les modèles traditionnels d’or-

donnancement considèrent que les travaux sont tous équivalents et que la qualité de

l’ordonnancement global doit être mesurée selon un seul objectif, appliqué sur tous les
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travaux sans aucune distinction. La présentation de distinctions entre les travaux se

fait généralement par le moyen de coefficients de pondération. Toutefois, dans ce cas,

la même mesure est appliquée à tous les travaux pour quantifier la qualité d’un or-

donnancement. Par exemple, il peut s’agir de minimiser le temps de séjour moyen de

l’ensemble des travaux (∑ wjCj) ou encore minimiser un critère lié au retard des travaux

(∑ wjTj, ∑ wjUj).

Cependant, dans un contexte réel, ces modèles d’ordonnancement ne sont pas tou-

jours pertinents. Dans certaines situations concrètes, il peut être nécessaire d’exami-

ner plusieurs aspects de l’ordonnancement, comme le temps de séjour moyen avec

une autre mesure relative au respect des dates d’échéance (date de fin impérative),

par exemple. Atteindre un bon compromis entre les critères est un challenge. On parle

alors de l’ordonnancement multi-critères [209] et [95]. Une fois de plus, dans ces études,

chaque fonction objectif est appliquée à l’ensemble des travaux.

Il arrive dans certains cas pratique que l’application de la même mesure pour tous

les travaux ne soit pas pertinente. En effet, il est possible d’envisager un atelier où les

travaux ont la particularité suivante : des travaux d’un premier sous-ensemble peuvent

avoir une date de fin souhaitée avec une possibilité de retard (à réduire au minimum),

ceux d’un deuxième sous-ensemble peuvent avoir des dates de fin impératives (à res-

pecter) et d’autres travaux constituant un troisième sous-ensemble n’ont pas de date

d’échéance (production pour le stock). Pour le premier sous-ensemble, le décideur veut

réduire au maximum les retards ; pour le deuxième sous-ensemble, il ne tolère aucun

retard ; pour le dernier type de travaux, il veut réduire le temps de traitement total ou

le temps de séjour moyen. L’ordonnancement de chaque sous-ensemble est évalué en

fonction de différents objectifs, mais les travaux sont tous en concurrence pour l’uti-

lisation des machines. Il s’agit d’un problème d’ordonnancement multi-critères où un

nouveau type de compromis doit être obtenu. Ces problèmes d’ordonnancement sont

appelés dans la littérature “ordonnancement multi-agent" [5, 37] ou “ordonnancement avec

des agents concurrents" [6]. Dans ces études, les auteurs considèrent des partitions dis-

jointes de l’ensemble des travaux, et chaque partition a sa propre fonction objectif à

optimiser.

Cette notion de l’ordonnancement multi-agent peut être différente dans certaines

situations réelles où les sous-ensembles ne sont pas forcément disjoints. Nous consi-

dérons dans cette partie un autre type de problème où une fonction objectif porte sur
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l’ensemble des travaux, et une autre fonction objectif porte sur un sous-ensemble des

travaux.

Un tel problème apparaît dans des situations réelles. Par exemple, l’atelier de fa-

brication des roulements à billes SKF MDGBB (Medium Deep Groove Ball Bearings) est

composés de machines parallèles [174, 175]). L’objectif principal (global) est la régula-

risation du flux de sortie de la ligne de production (∑ Ci). Toutefois, pour une partie

de la production (les travaux qui définissant le sous-ensemble N1) une autre mesure

de performance peut être appliquée, comme la réduction du nombre de travaux en

retard (ou de toute autre mesure relative aux dates dues). Mais la mesure sur l’en-

semble des travaux – y compris N1 – reste valable. La mesure concernant N est par

exemple la minimisation du temps total d’achèvement, tandis que le nombre de tra-

vaux en retard parmi les travaux de N1 ne peut pas dépasser un seuil donné. On parle

alors d’“ordonnancement de travaux interférants”.

Un autre exemple peut être trouvé dans les industries d’emballage de shampoings

[160]. Les shampoings sont livrés quotidiennement et stockés dans des cuves de capa-

cité limitée. Le problème est de placer différents types de shampooing en bouteilles.

Un objectif est de maximiser la production globale (réduction des temps de réglage).

D’autre part, les livraisons à venir sont connues à l’avance ainsi que les demandes.

Ainsi, chaque type de shampoing doit être produit de sorte que leur quantité en stock

ne dépasse jamais la capacité de la cuve. Il s’agit d’un problème typique où l’objectif

global concerne tous les produits et où chaque sous-ensemble de produits est évalué

par un autre objectif.

6.2 Brève introduction de l’ordonnancement multi-critère 1

6.2.1 Généralités

Nous présentons ici une brève introduction de l’ordonnancement multi-critère (cette

partie est extraite de [209]).

Par nature, un problème d’ordonnancement dans le contexte de la production est

très souvent multi-critère. Dans un contexte en dehors de la production, l’aspect mono

ou multi-critère dépend du problème. En règle générale, et comme le souligne [188], la

1Nous remercions le Professeur Vincent T’kindt du Laboratoire d’Informatique de Tours pour son aide
précieuse à la rédaction de cette section
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prise en compte de plusieurs critères permet de fournir au Décideur une solution plus

réaliste.

On trouve dans la littérature différents états de l’art sur les problèmes d’ordonnan-

cement multi-critères (voir [58], [69], [96], [166], [209]). L’analyse de ces travaux fait

ressortir :

– la nécessité de connaître les résultats du domaine de l’optimisation multi-critère

pour bien appréhender les difficultés liées à la prise en compte de critères conflic-

tuels,

– le besoin d’une typologie permettant de formaliser les différents types de pro-

blèmes possibles et d’homogénéiser la notation de ces problèmes.

Nous allons maintenant présenter une décomposition des problèmes d’ordonnan-

cement multi-critères en mettant en évidence ce qui est plus du ressort d’une démarche

de l’Aide à la Décision multi-critère, de l’Optimisation multi-critère et de l’Ordonnan-

cement.

Définition 6.2.1 On appelle problème d’ordonnancement multi-critère le problème qui

consiste à déterminer un ordonnancement qui optimise plusieurs critères. Cet ordonnancement

est un optimum de Pareto. Ce problème se décompose en trois sous-problèmes :

1. la modélisation du problème, où il s’agit de déterminer la nature du problème d’ordon-

nancement considéré ainsi que de définir les critères à prendre en compte,

2. la prise en compte des critères, où il s’agit d’indiquer le contexte de résolution et la

façon dont on souhaite prendre en compte les critères. L’Homme d’Etude met au point un

module d’aide à la décision pour le problème multi-critère (ou module de prise en compte

des critères),

3. l’ordonnancement où il s’agit de trouver une solution au problème qui optimise la fonc-

tion objectif construite. L’Homme d’Etude met au point un algorithme de résolution du

problème d’ordonnancement (ou module de résolution du problème d’ordonnancement).

La modélisation du problème ([188]) se fait avec le Décideur, et consiste à définir

les critères pertinents à prendre en compte. On suppose que ces critères sont conflic-

tuels c’est-à-dire que minimiser un critère n’est pas équivalent à en minimiser un autre.

D’autre part, on définit lors de cette phase l’environnement dans lequel se situe le pro-

blème d’ordonnancement, c’est-à-dire l’ensemble des ressources disponibles pour réa-

liser les travaux (il peut s’agir de machines et d’hommes dans le cas d’un atelier, ou
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d’un autre type de ressources), et de quelles façons ces ressources sont organisées. On

identifie en quelque sorte la nature du problème d’ordonnancement. Enfin, on définit

les contraintes particulières liées au problème : préemption autorisée ou non, dates de

début au plus tôt, etc.

Une grande partie de la difficulté pour résoudre un problème multi-critère se situe

dans la prise en compte des critères. Lors de cette phase, le Décideur donne des infor-

mations concernant sa perception des critères : il dit d’abord s’il autorise ou non des

compensations entre les critères, c’est-à-dire s’il autorise des solutions de compromis.

Si cela n’est pas le cas, il indique l’ordre dans lequel les critères doivent être optimisés.

En revanche, si les compensations sont permises, il indique s’il est possible des pon-

dérer les critères (si cela a un sens), et il donne éventuellement les poids, il indique les

objectifs à atteindre pour chaque critère s’il les connaît, etc. Ensuite, il oriente le choix de

la méthode en indiquant s’il souhaite un algorithme qui lui donne une solution unique,

compte tenu des informations fournies, ou s’il préfère intervenir dans la procédure de

résolution parce qu’il ne sait pas très bien répondre aux questions, ou encore s’il désire

voir toutes les solutions possibles pour retenir celle qui l’intéresse. Ces choix oriente-

ront la méthode respectivement vers un algorithme a priori, interactif ou bien a posteriori.

Les informations récoltées lors de cette phase sur le problème et sur la façon dont le

Décideur peut et souhaite l’aborder vont permettre à l’Homme d’Etude de choisir une

approche de résolution appropriée, que ce soit une combinaison linéaire des critères,

une approche paramétrique ou une autre méthode de son choix. Il en résulte la forme

de la fonction objectif du problème d’ordonnancement pour lequel il faut proposer un

algorithme de résolution. Cette phase va généralement conduire l’Homme d’Etude à

mettre au point un module de prise en compte des critères, c’est-à-dire un algorithme

qui va réaliser les interactions demandées par le Décideur (mise en oeuvre d’une pro-

cédure interactive, a posteriori, etc.).

L’ordonnancement a pour objectif de fournir un ordonnancement qui optimise la

fonction objectif définie à l’étape précédente. La solution obtenue est un optimum de

Pareto pour le problème d’ordonnancement multi-critère. L’Homme d’Etude va donc

devoir mettre au point un module d’ordonnancement qui va résoudre le problème d’or-

donnancement résultant des étapes précédentes.

Il est important de souligner que [66] préconisait déjà de bien décomposer les tra-

vaux. Il précisait ce qui était de la compétence du chercheur opérationnel et ce qui n’en
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était pas. Il conseillait éventuellement d’aborder les problèmes sous un angle multi-

critère, avec l’aide de l’analyse multi-critère.

La figure 6.1 présente la décomposition des problèmes d’ordonnancement multi-critères

telle qu’elle est développée dans la définition 6.2.1.

Modélisation du problème

général

Prise en compte des critères

Définition du contexte de 

résolution

Définition de la forme de la 

fonction objectif

L’ordonnancement α / β / γ (trouver un 
optimum de Pareto)

Le problème  

est défini 

(critères, 

contraintes, 

etc)

La méthode de 

résolution a 

priori ou 

interactive ou a 

posteriori est 

choisie

Le problème 

d’ordonnancement 

α / β / γ est défini

Par dialogues

avec 

le Décideur

Par dialogues

avec 

le Décideur

Par dialogues

avec 

le Décideur

Par dialogues

avec 

le Décideur

FIG. 6.1 – L’étude des problèmes d’ordonnancement multicritères [209]

Lors de la phase de prise en compte des critères et suite aux informations dont il dis-

pose, l’Homme d’Etude choisit une approche de résolution du problème d’ordonnan-

cement et définit ainsi un problème d’ordonnancement. Compte tenu de la diversité

des méthodes pour déterminer des optima de Pareto, les fonctions à optimiser pour le

problème d’ordonnancement peuvent prendre un nombre varié de formes en fonction

des informations fournies par le Décideur.

Par rapport à la notation à trois champs de [80] (α|β|γ), seul le champ γ est étendu.

Pour ce champ, on reprend ici les fonctions telles qu’elles sont présentées dans [208,

209] :

– Z si l’objectif est de minimiser l’unique critère Z (problème monocritère). Il s’agit

du cas connu, i.e. Z peut valoir Cmax, Tmax, etc.

– Z1, Z2, . . . , ZK indique le problème général de détermination de tous les optima

de Pareto. On associe généralement à ce problème un algorithme de résolution a

posteriori (énumération de l’ensemble E).

– Fℓ(Z1, . . . , ZK) si l’objectif est de minimiser une combinaison linéaire (convexe)
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des K critères. Par exemple, ce cas convient particulièrement si le Décideur peut

donner un poids pour chaque critère,

– ε(Zu/Z1, . . . , Zu−1, Zu+1, . . . , ZK), indique que seul le critère Zu est minimisé, sa-

chant que tous les autres critères sont bornés supérieurement par une valeur

connue. Ce cas se distingue du cas précédent car la fonction à minimiser est Zu et

que ce critère n’est sujet à aucune contrainte de bornitude. L’Homme d’Etude se

situe dans le cadre de l’approche ǫ-contrainte,

– GP(Z1, Z2, . . . , ZK), pour la programmation par objectifs. Le problème n’est pas

d’optimiser un critère, mais de trouver une solution qui satisfait les objectifs,

même si cette solution ne correspond pas à un optimum de Pareto,

– FT(Z1, . . . , ZK), FTp(Z1, . . . , ZK) et FTpa(Z1, . . . , ZK) indiquent une fonction objectif

qui est l’expression d’une distance à une solution idéale connue (non atteignable),

en utilisant pour le calcul de la distance la métrique de Tchebycheff, la métrique

de Tchebycheff pondérée ou la métrique de Tchebycheff pondérée augmentée.

– Fs(Z1, . . . , ZK) pour l’approche de satisfaction de l’objectif,

– Lex(Z1, Z2, . . . , ZK) si l’Homme d’Etude utilise l’ordre lexicographique,

– P(Z1, . . . , ZK) dans le cadre de l’analyse paramétrique.

6.2.2 Classes de méthodes de résolution

Nous avons vu (Figure 6.1) que l’Homme d’Etude doit résoudre trois problèmes

pour proposer un algorithme de résolution au Décideur. Selon les réponses qu’il a eu,

il va concevoir un algorithme de résolution plutôt qu’un autre. On distingue trois cas :

1. Le Décideur souhaite que l’outil lui fournisse une unique solution, autrement dit

il choisit une méthode à priori. Dans ce cas, l’algorithme que réalise l’Homme

d’Etude est composé d’un module qui saisit la valeur des paramètres (poids, etc.),

permettant de donner une occurrence au problème d’ordonnancement. Les para-

mètres sont passés au second module, chargé de résoudre le problème d’ ordon-

nancement, et la solution obtenue est retournée au Décideur.

2. Le Décideur souhaite intervenir dans le processus de résolution du problème

d’ordonnancement, autrement dit il choisit une méthode interactive. Dans ce cas,

le premier module de l’algorithme va dialoguer avec lui pour déterminer la nou-

velle voie de recherche, et à chaque itération, le second module va résoudre le

problème d’ordonnancement et retourner la solution calculée. Si celui-ci souhaite
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poursuivre la recherche, une nouvelle direction de recherche est indiquée et le

processus est itéré.

3. Enfin, si le Décideur préfère choisir la solution dans un ensemble d’optima de

Pareto, il se place dans le cadre d’une méthode a posteriori. Le premier module

va faire varier les paramètres de la fonction objectif pour que le second module

puisse calculer l’ensemble des optima de Pareto. Cet ensemble est retourné au

Décideur.

La figure 6.2 représente les trois méthodes de recherche d’une solution, avec les

deux phases qui la constituent.

Algorithmes basés sur 

une méthode a priori

Algorithmes basés sur 

une méthode interactive

Algorithmes basés sur 

une méthode a posteriori

Module de prise 

en compte des 

critères

Module de prise 

en compte des 

critères

Module de prise 

en compte des 

critères

Module de 

résolution du 

problème 

d’ordonnancement

Module de 

résolution du 

problème 

d’ordonnancement

Module de 

résolution du 

problème 

d’ordonnancement

valeur des

paramètres

valeur des

paramètres un optimum

de Pareto
un optimum

de Pareto

valeur des

paramètres

un optimum de 

Pareto

un optimum de 

Pareto

un ensemble d’optima de 

Pareto

FIG. 6.2 – Les méthodes de résolution de problèmes multicritères [209]

Dans la cadre de cette thèse, nous ne considérons que les méthodes a priori et par la

suite, on s’intéresse à un point de l’ensemble des solutions non-dominées (l’enveloppe

convexe des optima Pareto strict).

6.3 Définition de l’ordonnancement avec des travaux interfé-

rants

Un ensembleN de n travaux doit être ordonnancé sur une seule machine ou m ma-

chines parallèles (m ≥ 2). Tous les travaux sont disponibles à la date zéro ; aucune pré-

emption n’est autorisée ; les durées opératoires des travaux sont données en nombres

entiers, pj est la durée opératoire de travail Jj, 1 ≤ j ≤ n ; les machines sont toujours

disponibles et peuvent exécuter au plus un travail à un instant donné.
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SoitN1 un sous-ensemble deN . Notons n1 le nombre de travaux deN1. Ces travaux

sont numérotés de 1 à n1. Les travaux restant de N sont numérotés de n1 + 1 à n. Une

fonction objectif est associée à N et une autre est associée à N1.

Nous notons Z(S) la measure Z appliquée à l’ensemble S des travaux. Nous consi-

dérons par la suite deux types de fonction objectif :

– ε
(

Z1(S)/Z2(S ′)
)

désigne l’approche ε-contrainte, i.e. minimisation de Z1(S) sous

réserve que Z2(S ′) ≤ ε. Par la suite nous considérons que l’objectif est de minimi-

ser une fonction objectif sur N sous la contrainte que la fonction objectif sur N1

est bornée : ε
(

Z1(N )/Z2(N1)
)

(le cas inverse, ε
(

Z1(N1)/Z2(N )
)

, peut être dé-

duit facilement). Notons que si deux fonctions objectif sont bornées, nous sommes

dans le cas de l’approche ”goal programming”. Le problème de décision associé à

l’approche ε-contrainte d’un problème d’optimisation et le problème de décision

associé à l’approche ”goal programming” sont les mêmes.

– Fℓ

(

Z1(S), Z2(S ′)
)

désigne la combinaison linéaire entre Z1(S) et Z2(S ′).

6.4 État de l’art

Dans la littérature, très peu de résultats sont consacrés à l’ordonnancement de tra-

vaux interférants. Dans [119], les auteurs s’intéressent au F2||ε
(

Cmax(N )/Cmax(N1)
)

et

F2||ε
(

Cmax(N1)/Cmax(N )
)

. Les auteurs montrent que le problème est NP-difficile au

sens ordinaire et un algorithme pseudo-polynomial de programmation dynamique est

proposé. Il est à noter que le problème étudié dans [119] est le cas général du problème

d’ordonnancement multi-agent présenté dans [6], qui peut être résolu par ce même al-

gorithme. Le problème P||∑ Cj(N1), ∑ Cj(N ) a été étudié dans [198, 197]. Les auteurs

montrent que le problème est NP-difficile au sens ordinaire et proposent un algorithme

pseudo-polynomial de programmation dynamique. Une méthode exacte de type pro-

cédure par séparation et évaluation et une heuristique efficace ont été développées.

Concernant les modèles multi-agents, dans [5], les auteurs considèrent le job-shop

avec seulement deux travaux sur deux sous-ensembles de travaux disjoints N1 et N2

(N1 ∪N2 = N et N1 ∩N2 = ∅ dans ce qui suit). Chaque agent se voit confier un sous-

ensemble. Ils donnent un algorithme polynomial afin de trouver des ordonnancements

de compromis pour la simplification des négociations entre agents.

Le cas d’une seule machine avec agents concurrents a été largement étudié. Citons
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par exemple les travaux publiés dans [18], [6], [227], [37] et [38].

Dans [18], les auteurs cherchent à minimiser une combinaison linéaire de trois cri-

tères réguliers (Cmax, ∑ wjCj, Lmax). Quelques résultats de complexité et des cas poly-

nomiaux ont été illustrés. Par la suite Yuan et al. [227] proposent des résultats complé-

mentaires aux travaux de Baker et Smith [18].

Dans [6], les auteurs s’intéressent également au flow shop et open shop avec deux

sous-ensembles disjointsN1 etN2. Ils considèrent la minimisation d’une fonction objec-

tif pour un sous-ensemble des travaux en respectant une borne sur une function objectif

pour un autre sous-ensemble des travaux. Ils donnent des résultats de complexité et des

algorithmes de programmation dynamique.

Dans [37] les auteurs s’intéressent au cas de m sous-ensembles disjoints de tra-

vaux N1, ...,Nm (∪m
i=1Ni = N ). Chaque travail dispose d’une date d’échéance. Chaque

sous-ensemble est mesuré par le nombre total de travaux en retard. Ce problème de

”goal programming”, se note 1||GP
(

∑ wjUj(N1), ..., ∑ wjUj(Nm)
)

ou 1|∑ wjUj(N1) ≤

ε1, ..., ∑ wjUj(Nm) ≤ εm|−. Le problème est montré NP-difficile au sens fort. Cepen-

dant, il peut être résolu en temps pseudo-polynomial lorsque le nombre d’agents (m)

est fixé et ils proposent un schéma d’approximation totalement polynomial (FPTAS). Si

les poids sont unitaires de plus, le problème est résolu en temps polynomial.

Le cas de multi-agent avec m fonctions objectif de type MinMax est étudié dans [38].

Les auteurs considèrent une approche de goal programming et montrent que le pro-

blème de faisabilité peut être résolu en temps polynomial même si les travaux sont sou-

mis à des contraintes de précédence. Les problèmes 1||∑m
i=1
(

Lmax(Ni)
)

,

1||∑m
i=1
(

Tmax(Ni)
)

et 1||∑m
i=1
(

∑ wjCj(Ni)
)

sont montrés NP-difficiles. Quelques cas

polynomiaux ont été identifiés.

Dans [7], les auteurs considèrent les problèmes d’ordonnancement sur une seule

machine avec deux agents, indiqué dans la Figure 6.1. Deux approches sont considé-

rées : (1) le problème de décision afin de trouver une solution réalisable telle que tous

les critères sont bornés (goal programming approche dénotée par GP) et (2) le problème

d’optimization Pareto où l’objectif est de trouver l’ensemble de toutes les solutions non-

dominées (denoté par “#" dans [209]). Certains résultats sont également donnés pour

certains problèmes d’ordonnancement multi-agents sur une seule machine.
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Problem Complexity Reference
1||Fl

(

Cmax(N1), Cmax(N2)
)

Polynomial [18]
1||Fl

(

Cmax(N1), Lmax(N2)
)

Polynomial [18]
1||Fl

(

Cmax(N1), ∑ wjCj(N2)
)

Polynomial [18]
1||Fl

(

Lmax(N1), Lmax(N2)
)

Polynomial [18],[227]
1||Fl

(

∑ Cj(N1), Lmax(N2)
)

Polynomial [227]
1||Fl

(

∑ wjCj(N1), ∑ wjCj(N2)
)

Polynomial [18]
1||Fl

(

∑ wjCj(N1), Lmax(N2)
)

Strongly NP-hard [18]
1||Fl

(

Cmax(N1), Lmax(N2), ∑ wjCj(N3)
)

Strongly NP-hard [18]
1||∑i=1

(

Lmax(Ni)
)

Binary NP-Hard [38]
1||∑i=1

(

Tmax(Ni)
)

Binary NP-Hard [38]
1||∑i=1

(

max wjCj(Ni)
)

Strongly NP-Hard [38]
1||ε
(

fmax(N1)/ fmax(N2)
)

Polynomial [6]
1||ε
(

∑ Cj(N1)/ fmax(N2)
)

Polynomial [6]
1||ε
(

∑ Cj(N1)/ ∑ Cj(N2)
)

Binary NP-Hard [6]
1||ε
(

∑ Cj(N1)/ ∑ Uj(N2)
)

Open*
1||ε
(

∑ wjCj(N1)/Cmax(N2)
)

Binary NP-Hard [6]
1||ε
(

∑ wjCj(N1)/Lmax(N2)
)

Strongly NP-Hard [168]
1||ε
(

∑ wjCj(N1)/ ∑ Uj(N2)
)

Strongly NP-Hard [168]
1||ε
(

∑ wjCj(N1)/ ∑ Uj(N2)
)

Binary NP-Hard [6]
1||ε
(

∑ Uj(N1)/ fmax(N2)
)

Polynomial [6]
1||ε
(

∑ Uj(N1)/ ∑ Uj(N2)
)

Polynomial [6]
F2||ε

(

Cmax(N1)/Cmax(N2)
)

Binary NP-Hard [6],[119]
O2||ε

(

Cmax(N1)/Cmax(N2)
)

Binary NP-Hard [6]
1||GP

(

fmax(N1), fmax(N2)
)

Polynomial [7]
1||GP

(

∑ Cj(N1), fmax(N2)
)

Polynomial [7]
1||GP

(

∑ Cj(N1), ∑ Cj(N2)
)

Binary NP-hard [7]
1||GP

(

∑ Cj(N1), ∑ Uj(N2)
)

Open*
1||GP

(

∑ wjCj(N1), fmax(N2)
)

Binary NP-hard [7]
1||GP

(

∑ wjCj(N1), ∑ Uj(N2)
)

Binary NP-hard [7]
1||GP

(

∑ Uj(N1), fmax(N2)
)

Polynomial [7]
1||GP

(

∑ Uj(N1), ∑ Uj(N2)
)

Polynomial [7]
1||GP

(

∑ Uj(N1), ..., ∑ Uj(Nm)
)

Polynomial [37]
1||GP

(

∑ wjUj(N1), ..., ∑ wjUj(Nm)
)

Binary NP-hard [37]
1||GP

(

∑ wjUj(N1), ..., ∑ wjUj(Ni), ...
)

Strongly NP-hard [37]
1||#

(

fmax(N1), fmax(N2)
)

Polynomial [7]
1||#

(

∑ Cj(N1), fmax(N2)
)

Polynomial [7]
1||#

(

∑ Cj(N1), ∑ Cj(N2)
)

Exponential [7]
1||#

(

∑ Cj(N1), ∑ Uj(N2)
)

Polynomial [7]
1||#

(

∑ wjCj(N1), fmax(N2)
)

Exponential [7]
1||#

(

∑ wjCj(N 1), ∑ Uj(N2)
)

Polynomial [7]
1||#

(

∑ Uj(N1), fmax(N2)
)

Polynomial [7]
1||#

(

∑ Uj(N1), ∑ Uj(N2)
)

Polynomial [7]
J|n = 2|#

(

g(N1), g(N2)
)

Polynomial [5]

- with fmax a regular function of type maxj( f j(Cj))
- with g a non regular function
(*) The problem is NP-Hard under high multiplicity encoding [168]

TAB. 6.1 – Résultats de complexité de l’ordonnancement multi-agent [121]

145



6.5. INTÉRÊT DE L’ÉTUDE

6.5 Intérêt de l’étude

Nous montrons dans cette partie que le problème que nous abordons n’est pas équi-

valent au problème multi-agents.

Soit F le problème d’optimisation avec deux fonctions objectif f1(N1) et f2(N2)

concernant deux sous-ensembles disjoints de travaux N1 et N2 (N1 ∩ N2 = ∅ et N1 ∪

N2 = N ).

Soit G le problème d’optimisation avec deux fonctions objectif : g1(N ) sur tout l’en-

semble des travaux et g2(N1) sur N1. Si f1 est de la forme de min-sum, elle est notée

par s f1 et par m f1 si elle est de la forme de min-max (même notation pour f2, g1 et g2).

Nous avons s f1 ∈ {∑ Cj, ∑ wjCj, ∑ Tj, ∑ wjTj, ∑ Uj, ∑ wjUj} et m f1 ∈ {Cmax, Lmax, Tmax}

(de même pour f2, g1 et g2).

Nous allons expliquer la différence entre les problèmes F et G. Nous distinguons

dans cette section deux approches possibles : la minimisation d’une combinaison li-

néaire et le cas d’une approche ”goal programming” (même problème de décision que

pour l’approche ε-contrainte).

Notons que nous avons sg1(N ) = sg1(N1) + sg1(N2) et mg1(N ) = max ( mg1(N1),

mg1(N2)).

Nous avons les résultats préliminaires simples suivants : si f1 6≡ g2 (’ f1 n’est pas

similaire à g2’, i.e. s f1 6= sg2 et m f1 6= mg2) ou f2 6≡ g1, alors les problèmes F et G ne

sont pas comparables. De plus, si f2 est sous la forme de m f2, alors F et G ne sont pas

comparables. Par la suite, nous supposons que f1 ≡ g2 (s f1 = sg2 or m f1 = mg2) et

s f2 = sg1.

Il ne reste que deux cas à considérer :

1. s f1 = sg2 et s f2 = sg1

2. m f1 = mg2 et s f2 = sg1

Nous distinguons la combinaison linéaire des critères et l’approche ”goal program-

ming”.

– Cas de l’approche de combinaison linéaire pour s f1 = sg2 et s f2 = sg1.

La fonction objectif de F est Min Z = α ∑ f1(N1) + β ∑ f2(N2) et celle de G

est Min Z′ = α′ ∑ g1(N ) + β′ ∑ g2(N1) = α′ ∑ f2(N ) + β′ ∑ f1(N1). Ainsi, nous

avons Z′ = α′ ∑ f2(N2) + α′ ∑ f2(N1) + β′ ∑ f1(N1). Si s f1 et s f2 ne sont pas iden-

tiques, il n’est pas possible de comparer ces fonctions objectif et les problèmes
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ne sont pas comparables. Néanmoins, si s f1 = s f2 (et donc = sg2 = sg1), alors

Z′ = α′ ∑ f1(N2) + (α′ + β′) ∑ f1(N1). Dans ce cas particulier, les problèmes sont

équivalents, une procédure pour résoudre F peut résoudre G et inversement.

– Cas de l’approche ”goal programming” pour s f1 = sg2 et s f2 = sg1.

Le problème F est de trouver une solution S telle que ∑ f1(N1) ≤ ε1 et ∑ f2(N2) ≤

ε2. Le problème G est de déterminer une solution S′ telle que ∑ f2(N1)+ ∑ f2(N2) ≤

ε′1 et ∑ f1(N1) ≤ ε′2. Nous montrons que ces problèmes ne sont jamais compa-

rables. Si nous avons s f2 6= s f1, alors ∑ f2(N1) + ∑ f2(N2) est en rapport avec

∑ f2(N1), qui n’est pas pris en considération dans le problème F.

Par conséquent, F et G ne sont pas comparables. Nous considérons maintenant le

cas où s f 2 = s f1 = sg2 = sg1. Il est clair que si ε1 6= ε′2 ou ε′1 6= ε1 + ε2, alors F

et G ne sont pas comparables. Si ε1 = ε′2 et ε′1 = ε1 + ε2, supposons que S est une

solution pour le problème F, S est ainsi une solution pour le problème G. Mais la

réciproque n’est pas vraie :

– si s f = ∑j Cj : N = {1, 2, 3}, N1 = {1, 2}, N2 = {3}, p1 = 1, p2 = 2,

p3 = 3, ε1 = 8, ε2 = 3 (ε1 + ε2 = 11). G a une solution réalisable S′ =

(1, 3, 2) avec ∑j Cj(N1) = 7 et ∑j Cj(N ) = 11. F n’a pourtant aucune so-

lution réalisable. Par conséquent, l’inverse n’est pas vrai non plus pour tout

s f ∈ {∑ wjCj, ∑ Tj, ∑ wjTj}.

– si s f = ∑j Uj : N = {1, 2, 3}, N1 = {3}, N2 = {1, 2}, p1 = 1, p2 = 2, p3 = 3,

d1 = d2 = d3 = 1, ε1 = 2, ε2 = 0 (ε1 + ε2 = 2). G a une solution réalisable

S′ = (1, 3, 2) mais F n’a aucune solution réalisable. Par conséquent, l’inverse

n’est pas vraie pour s f = ∑ wjUj.

Donc, ces problèmes ne sont pas comparables.

– Cas de l’approche de combinaison linéaire pour m f1 = mg2 et s f2 = sg1.

La fonction objectif du problème F est Min Z = α max f1(N1) + β ∑ f2(N2) et

celle du problème G est Min Z′ = α′ ∑ f2(N ) + β′max f1(N1) = (α′ ∑ f2(N2) +

β′max f1(N1)) + α′ ∑ f2(N1). Le terme ∑ f2(N1) n’est pas considéré dans la fonc-

tion objectif du problème F et donc les problèmes ne sont pas comparables.

– Cas de l’approche ”goal programming” pour m f1 = mg2 et s f2 = sg1.

Problème F est de trouver une solution S telle que max f1(N1) ≤ ε1 et ∑ f2(N2) ≤

ε2. Problème G est de trouver une solution S′ telle que ∑ f2(N1) + ∑ f2(N2) ≤ ε′1

et max f1(N1) ≤ ε′2. Pour la même raison, problèmes F et G ne sont pas compa-
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rables.

Par conséquent, les problèmes F et G sont équivalents si et seulement Z1, Z2, Z3 et

Z4 sont les mêmes et sous la forme de min-sum et si l’approche multi-critère est une

combinaison linéaire.
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Chapitre 7
Problème d’ordonnancement à une

seule machine

Nous considérons dans ce chapitre les problèmes d’ordonnancement sur une seule

machine avec des travaux interférants. Nous nous intéressons aux critères régulières

simples (Cmax, Lmax, ∑j wjCj, ∑ Uj, ∑ Tj, ∑ wjTj) sur l’ensemble de tous les

travauxN et sur un sous-ensemble des travauxN1. Il s’agit des problèmes d’ordon-

nancement multi-critères sous certaines approches – ε-contrainte, programmation

par objectif et combinaison linéaire. Quelques problèmes sont montrés polynomiaux,

d’autres sont montrés N P-difficiles soit au sens ordinaire soit au sens fort. Des

problèmes ouverts sont également présentés.

7.1 Introduction

Comme le contexte des travaux interférants n’a pas beaucoup été étudié dans la lit-

térature, les preuves de complexité de certains problèmes d’ordonnancement seront

abordées. Ces problèmes peuvent être identifiés par une des trois approches multi-

critères ([209]) : ε-contrainte, programmation par objectif et combinaison linéaire de

critères. En particulier, on s’appuie sur les critères réguliers tels que le makespan Cmax,

le maximum de retard Lmax, la somme des dates de fin d’exécution ∑ Cj (pondérées -
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∑ wjCj), le nombre des travaux en retard ∑ Uj et la somme des retards ∑ Tj (pondérées

- ∑ wjTj). La fonction objectif est définie par un critère sur l’ensemble global des tra-

vaux et un autre critère (ou sous contrainte d’un critère selon l’approche utilisée) sur

un sous-ensembles des travaux.

La table 7.1 présente nos nouveaux résultats :

Fonctions objectifs Approches étudiées Références
(Fℓ) (ε) (GP)

Cmax(N ), Cmax(N1) Polynomial Polynomial Polynomial Proposition 7.2.1
Cmax(N ), Lmax(N1) Polynomial Polynomial Polynomial Proposition 7.2.1
Cmax(N ), ∑ wjCj(N1) Polynomial Polynomial Polynomial Proposition 7.2.1
Cmax(N ), ∑ Uj(N1) Polynomial Polynomial Polynomial Proposition 7.2.1
Lmax(N ), Cmax(N1) Polynomial Polynomial Polynomial Proposition 7.2.2
Lmax(N ), Lmax(N1) Polynomial Polynomial Polynomial Proposition 7.2.2
Lmax(N ), ∑ Cj(N1) Polynomial Polynomial Polynomial Proposition 7.2.1
Lmax(N ), ∑ wjCj(N1) SNP SNP SNP Proposition 7.4.1 et 7.4.2
Lmax(N ), ∑ Uj(N1) Ouvert BNP BNP Proposition 7.5.1 et 7.3.1
∑ Cj(N ), Lmax(N1) Polynomial Polynomial Polynomial Proposition 7.2.1
∑ Cj(N ), ∑ Cj(N1) Polynomial BNP BNP Proposition 7.2.2 et 7.3.1
∑ Cj(N ), ∑ Uj(N1) Ouvert Ouvert Ouvert Proposition 7.5.1
∑ wjCj(N ), Cmax(N1) Polynomial BNP BNP Propositions 7.2.2 et 7.3.1
∑ wjCj(N ), Lmax(N1) SNP SNP SNP Propositions 7.4.1 et 7.4.2
∑ wjCj(N ),∑ wjCj(N1) Polynomial SNP SNP Propositions 7.2.1 et 7.4.1
∑ wjCj(N ), ∑ Uj(N1) SNP SNP SNP Propositions 7.4.1 et 7.4.2
∑ Uj(N ), Cmax(N1) Ouvert Ouvert Ouvert Proposition 7.5.1
∑ Uj(N ), Lmax(N1) Ouvert BNP BNP Proposition 7.5.1 et 7.3.1
∑ Uj(N ), ∑ Cj(N1) Ouvert Ouvert Ouvert Proposition 7.5.1
∑ Uj(N ), ∑ wjCj(N1) SNP SNP SNP Propositions 7.4.1 et 7.4.2
∑ Uj(N ), ∑ Uj(N1) Ouvert Ouvert Ouvert Proposition 7.5.1
∑ Tj(N ), f (N1) BNP BNP BNP Proposition 7.3.1
∑ f (N ), ∑ Tj(N1) BNP BNP BNP Proposition 7.3.1
∑ wjTj(N ), f (N1) SNP SNP SNP Proposition 7.4.1
∑ f (N ), ∑ wjTj(N1) SNP SNP SNP Proposition 7.4.1

(Fℓ) : approche par combinaison linéaire
(ε) : approche ε-contrainte
(GP) : approche de ’goal programming’
(#) : approche d’énumération Pareto
(BNP) : N P-difficile au sens ordinaire
(SNP) : N P-difficile au sens fort
(f) : f ∈ {Cmax, Lmax, ∑ Cj, ∑ wjCj, ∑ Uj, ∑ Tj, ∑ wjTj}

TAB. 7.1 – Ordonnancement avec travaux interférants sur une seule machine [118]

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Dans le paragraphe 7.2, nous présen-

tons des problèmes polynomiaux et la complexité des algorithmes de résolution de ces

problèmes. Dans le paragraphe 7.3, certains problèmesN P-difficiles au sens faible sont

identifiés. Dans le paragraphe 7.4, nous abordons les problèmes N P-difficiles au sens

fort. La dernière section 7.4 présente des problèmes qui restent ouverts.
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7.2 Problèmes résolus en temps polynomial

Proposition 7.2.1 Les problèmes d’ordonnancement suivants sont polynomiaux :

1. problèmes 1||Fℓ

(

Cmax(N ), Cmax(N1)
)

et 1||ε
(

Cmax(N )/Cmax(N1)
)

,

2. problèmes 1||Fℓ

(

Cmax(N ), Lmax(N1)
)

et 1||ε
(

Cmax(N )/Lmax(N1)
)

,

3. problèmes 1||Fℓ

(

Cmax(N ), ∑ wjCj(N1)
)

et 1||ε
(

Cmax(N )/ ∑ wjCj(N1)
)

,

4. problèmes 1||Fℓ

(

Cmax(N ), ∑ Uj(N1)
)

et 1||ε
(

Cmax(N )/ ∑ Uj(N1)
)

,

5. problèmes 1||Fℓ

(

∑ Cj(N ), Lmax(N1)
)

et 1||ε
(

∑ Cj(N )/Lmax(N1)
)

,

6. problèmes 1||Fℓ

(

Lmax(N ), ∑ Cj(N1)
)

et 1||ε
(

Lmax(N )/ ∑ Cj(N1)
)

,

7. problèmes 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), ∑ w′jCj(N1)
)

.

Preuve. Les problèmes 1 sont triviaux car il est suffisant d’ordonnancer les tra-

vaux de N1 d’abord dans un ordre arbitraire et les travaux restant ensuite arbitraire-

ment. De la même façon, les problèmes 2 sont triviaux car il est suffisant d’ordonnancer

d’abord les travaux de N1 dans l’ordre EDD et les problèmes 3 sont triviaux car il est

suffisant d’ordonnancer d’abord les travaux de N1 dans l’ordre WSPT. Les problèmes

4 peuvent être résolus en appliquant l’algorithme de Moore [162] sur l’ensemble de

N1. Les problèmes 5 et 6 peuvent être transformés en un problème d’ordonnancement

1|d̃j|∑ Cj(N ) qui est polynomial en O(n log n) [99]. Problème 7 est trivial (voir [18]). 2.

Selon les résultats présentés dans [18], [227] et [38], nous pouvons déduire la com-

plexité des problèmes d’ordonnancement suivants.

Proposition 7.2.2 Les problèmes d’ordonnancement suivants peuvent être résolus en temps

polynomial :

– problèmes 1||Fℓ

(

Lmax(N ), Cmax(N1)
)

et 1||ε
(

Lmax(N )/Cmax(N1)
)

– problèmes 1||Fℓ

(

Lmax(N ), Lmax(N1)
)

et 1||ε
(

Lmax(N )/Lmax(N1)
)

,

– problème 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), Cmax(N1)
)

.

Preuve.

– Les problèmes 1||Fℓ

(

Lmax(N ), Cmax(N1)
)

et 1||ε
(

Lmax(N )/Cmax(N1)
)

sont poly-

nomiaux.

De la même façon, les travaux sont ordonnés selon EDD et toutes les séquences

EDD(N1 ∪{Jn1+1, . . . , Jj})//EDD({Jj+1, Jj+2, . . . , Jn}) pour tout j ∈ {n1 + 1, n1 +

2, . . . , n} sont vérifiées. La meilleure séquence donne une solution optimale. 2
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– Le problème 1||Fℓ

(

Lmax(N ), Lmax(N1)
)

est polynomial.

Il existe une solution optimale telle que les travaux de N1 sont exécutés dans

l’ordre EDD et les travaux de N \N1 sont exécutés dans l’ordre EDD. Sans perte

de généralité, les travaux de N1 sont numérotés de 1 à n1 dans l’ordre EDD et les

travaux deN \N1 sont également numérotés de n1 + 1 à n dans l’ordre EDD. Par

conséquent, la date de fin d’exécution d’un travail Ji de N1 a n2 valeurs possibles

données par ∑
i
k=1 pk + ∑

l
k=n1+1 pk avec l ∈ {0, n1 + 1, n1 + 2, . . . , n}.

Nous introduisons les notations suivantes : P(i,j) = ∑1≤k≤i pk + ∑n1+1≤k≤j pk. Consi-

dérons que L correspond à Lmax(N1). Nous supposons que les travaux sont nu-

mérotés selon la règle EDD : d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn1 d’une part et dn1+1 ≤ . . . ≤ dn

d’autre part.

La fonction objectif à minimiser est F(i, j, L) = Lmax(N ). L représente l’ensemble

des valeurs possibles de Lmax(N1) (|L| ≤ n1 × (n2 + 1) ≤ n2, comme présenté

dans [227]). On définit F(0, n1, 0) = 0, F(i, j, L) = +∞, ∀(i, j, L) 6= (0, n1, 0). Consi-

dérons maintenant le triplet F(i, j, L) :

– si le travail Ji+1 est inséré, le triplet F(i + 1, j, max(L, P(i,j)) est mis à jour : F(i +

1, j, max(L, P(i,j)))← min
(

F(i + 1, j, max(L, P(i,j))); max(F(i, j, L); P(i,j) − di)
)

– si le travail Jj+1 est inséré, le triplet F(i, j + 1, max(L, P(i,j)) est mis à jour :

F(i + 1, j, L))← min
(

F(i, j + 1, L); max(F(i, j + 1, L); P(i,j) − dj)
)

Pour le problème de minimisation αLmax(N ) + βLmax(N1)
)

, la solution optimale

correspond à minL∈L αF(n1, n, L) + βL.

Pour le problème de minimisation Lmax(N ) with Lmax(N1) ≤ ε, la solution opti-

male correspond à minL∈L,L≤ε F(n1, n, L).

Le temps de calcul au total pour déterminer une solution optimale est borné par

O(n4). 2

– Le problème 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), Cmax(N1)
)

est polynomial.

− Pour le cas particulier où wj = w : une solution optimale existe toujours avec

les travaux dansN1 et les travaux dansN \N1 séquencés dans l’ordre WSPT. De

plus, pour le critère de minimisation la date de fin d’exécution maximum, seule la

date de fin d’exécution du dernier travail de N1 doit être considérée. Les travaux

exécutés avant ce dernier travail de N1 sont donc ordonnancés dans l’ordre SPT,

qu’ils appartiennent à N1 ou pas.

Nous évaluons les séquence SPT(N1 ∪ {Jn1+1, . . . , Jj})//SPT({Jj+1, Jj+2, . . . , Jn})
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pour tout j ∈ {n1 + 1, n1 + 2, . . . , n} (a//b définit la concaténation entre a et b).

La meilleure séquence est la solution optimale du problème. Cet algorithme peut

être implémenté en O(n log(n)).

− Pour le cas général où les poids wj sont définis aléatoirement. Soit Ji le dernier

travail de N1 exécuté dans une solution optimale S∗. Nous savons que dans une

solution optimale S∗, tous les travaux exécutés à une position avant celle du tra-

vail Ji respectent l’ordre WSPT ; tous les travaux exécutés après le travail Ji dans

S∗ respectent l’ordre WSPT (la preuve peut être donnée par la règle d’échange

de deux travaux adjacents comme présentée dans [195]). Selon Ji, le dernier tra-

vail de N1, un travail Jj de N \ N1 exécuté après Ji doit satisfaire l’inégalité :
pi

αwi + β
≤

pj

αwj
. Par conséquent, les travaux de N \ N1 qui ne respectent pas

cette inégalité doivent être ordonnancés avant Ji dans S∗ et donc la séquence S∗

est déterminée. L’algorithme de résolution se déroule comme suit :

1. déterminer la solution initiale S0 où tous les travaux sont rangés dans l’ordre

WSPT,

2. selon le dernier travail de N1 :

– faire une recherche dichotomique pour déterminer le premier travail Jj de

N \N1 satisfaisant l’inégalité ci-dessus,

– déplacer tous les travauxN \N1 exécuté à partir de Jj dans S0 après l’exé-

cution de Ji,

3. nouvelle séquence obtenue S∗ correspond à la solution optimale.

Le temps de calcul au total est borné par O(n log n). 2

7.3 Problèmes NP-difficiles au sens ordinaire

Proposition 7.3.1 Les problèmes d’ordonnancement suivants sont N P-difficiles au sens ordi-

naire :

1. problèmes 1||ε
(

Lmax(N )/ ∑ Uj(N1)
)

et 1||ε
(

∑ Uj(N )/Lmax(N1)
)

,

2. problème 1||ε
(

∑ wjCj(N )/Cmax(N1)
)

,

3. problème 1||ε
(

∑ Cj(N )/ ∑ Cj(N1)
)

,

4. problèmes 1||ε
(

∑ Tj(N )/ f (N1)
)

et 1||ε
(

f (N )/ ∑ Tj(N1)
)

avec f ∈ {Cmax, Lmax,

∑ Cj, ∑ wjCj, ∑ Uj, ∑ Tj, ∑ wjTj}.
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Preuve.

1. Les problèmes 1||ε
(

Lmax(N )/ ∑ Uj(N1)
)

et 1||ε
(

∑ Uj(N )/Lmax(N1)
)

sont N P-

difficiles au sens ordinaire.

Comme le problème 1|d̃j|∑ Uj est N P-difficile [149], les problèmes considérés

sont également N P-difficiles. À partir d’une instance du problème 1|d̃j|∑ Uj, la

preuve est donnée en insérant un nouveau travail qui définit le sous-ensemble

de N \ N1 avec durée opératoire et date de fin très grande telles qu’il existe une

solution optimale où ce travail est ordonnancé à la dernière position. 2

2. Problème 1||ε
(

∑ wjCj(N )/Cmax(N1)
)

est N P-difficile au sens ordinaire.

Soit EWCCM le problème de décision associée à 1||ε
(

∑ wjCj(N )/Cmax(N1)
)

. Ce

problème est défini par :

EWCCM

Données : Un ensemble N de n travaux, un sous-ensemble N1 ⊂ N , durée opé-

ratoire pj et un poids wj pour chaque travail Jj, 1 ≤ j ≤ n, deux valeurs entières

Y et Y1.

Question : Existe-t-il un ordonnancement σ pour N tel que

∑Jj∈N wjCj ≤ Y et maxJj∈N1 Cj ≤ Y1 ?

Nous montrons que PARTITION ∝ EWCCM. Rappelons que le problème de PAR-

TITION [71] est défini comme suit :

PARTITION [71]

Données : Un ensemble A de r éléments a1, a2, . . . , ar, avec des valeurs entières

notées s(ai), ∀i, 1 ≤ i ≤ r, ∑
r
i=1 s(ai) = 2B.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble A1 des indices tel que

∑i∈A1
s(ai) = ∑i∈{1,2,...,r}\A1

s(ai) = B ?

À partir de l’instance de PARTITION, on définit une instance du problème EWCCM

comme suit :

– N = {1, 2, . . . , r + 1}, N1 = {r + 1},

– pour le travail Jj, j ∈ {1, 2, . . . , r} : pj = wj = s(aj) ;

– pour le travail Jr+1 : pr+1 = 2B, wr+1 = 1,

– Y = 6B2 + 3B and Y1 = 3B,

(⇒) Supposons que la réponse au problème PARTITION est ’oui’, on définit une

solution pour EWCCM en ordonnançant un sous-ensemble des travaux corres-
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pondant à A1 avant la travail r + 1, les travaux qui correspondent à A \ A1 sont

ordonnancés après travail r + 1. Cet ordonnancement est une solution réalisable

et la réponse au problème de EWCCM es donc ’oui’.

(⇐) S’il existe une solution réalisable pour le problème EWCCM, alors :

(a) maxJj∈N1 Cj ≤ Y1 ⇔ ∑Jj∈A1
pj + pr+1 ≤ Y1 ⇔ ∑Jj∈A1

s(aj) ≤ B

(b) ∑Jj∈N wjCj ≤ Y

⇔ (∑Jj∈N\N1
pj)(∑Jj∈N\N1

wj)+ wr+1(∑Jj∈A1
pj + pr+1)+ pr+1(∑Jj∈N\(N1∪A1) wj) ≤

Y

⇔ 4B2 + wr+1(pr+1 + ∑Jj∈A1
pj) + pr+1(∑Jj∈N\(N1∪A1) wj) ≤ Y

⇔ 4B2 + wr+1(pr+1 + ∑Jj∈A1
pj) + pr+1(∑Jj∈N\(N1∪A1) pj) ≤ Y

⇔ 4B2 + wr+1(pr+1 + ∑Jj∈A1
pj) + pr+1(2B−∑Jj∈A1) pj) ≤ Y

⇔ (wr+1 − pr+1))(∑Jj∈A1
s(aj)) ≤ Y− 4B2 − pr+1wr+1 − 2Bpr+1

⇔ (wr+1 − pr+1))(∑Jj∈A1
s(aj)) ≤ −2B2 + B

⇔ (pr+1 − wr+1))(∑Jj∈A1
s(aj)) ≥ B(2B− 1)

⇔ ∑Jj∈A1
s(aj) ≥ B

Nous déduisons que ∑j∈A1
s(aj) = B et ∑j∈A\A1

s(aj) = B et donc la réponse à

PARTITION est ’oui’. 2

3. Problème 1||ε
(

∑ Cj(N )/ ∑ Cj(N1)
)

est N P-difficile au sens ordinaire.

Nous étudions d’abord les propriétés du problème 1||ε
(

∑ Cj(N )/ ∑ Cj(N1)
)

.

Propriété 7.3.2 Il existe une solution optimale qui respecte les propriétés suivantes :

(a) il n’y a pas de temps mort intermédiaire entre les travaux adjacents ni au début de

l’ordonnancement ;

(b) l’ordonnancement des travaux du sous-ensemble N1 respecte l’ordre SPT : pi ≤

pj ⇔ i <prec j; Ji, J j ∈ N1 ;

(c) l’ordonnancement des travaux du sous-ensemble (N − N1) respecte l’ordre SPT :

pi ≤ pj ⇔ i <prec j; Ji, J j /∈ N1 ;

(d) si pi ≤ pj alors travail Ji doit être ordonnancé avant Jj, ∀(i, j) ∈ N1 × (N \N1).

Le premier point est vrai car nous considérons des critères réguliers. Les deux

points suivants sont vrais parce qu’un échange des travaux qui ne respectent pas

l’ordre SPT ne peut pas diminuer la qualité de la solution. Le dernier point est
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vrai parce que la permutation de Ji et de Jj améliore tant ∑Jj∈N Cj que ∑Jj∈N1
Cj.

Notez que le point 4 n’est pas vrai si (i, j) ∈ (N \N1)×N1.

Afin de montrer la complexité du problème 1||ε
(

∑ Cj(N )/ ∑ Cj(N1)
)

, nous al-

lons faire un réduction au problème de partition avec éléments distincts :

PAED

Données : Un ensemble B de t éléments b1, b2, . . . , bt, d’entiers notés (s(bi) 6=

s(bj), ∀i, j), ∑
t
i=1 s(bi) = 2C.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble B1 des indices tel que

∑i∈B1
s(bi) = ∑i∈{1,2,...,t}\B1

s(bi) = C ?

Le problème PAED est N P-difficile ([120]). Soit ESCSC le problème de décision

associé au problème 1||ε
(

∑ Cj(N )/ ∑ Cj(N1)
)

. Ce problème est défini par :

ESCSC

Données : Un ensemble N de n travaux, un sous-ensemble N1 ⊂ N , durée opé-

ratoire pj pour chaque travail Jj, 1 ≤ j ≤ n, deux valeurs entières Y et Y1.

Question : Existe-t-il un ordonnancement σ pour N tel que

∑Jj∈N Cj ≤ Y et ∑Jj∈N1
Cj ≤ Y1 ?

Nous montrons que PAED ∝ ESCSC.

Considérons une instance de PAED et supposons sans perte de généralité que

s(a1) < s(a2) < . . . < s(at). Nous avons mint−1
i=1

ai+1
ai

> 1. Il est toujours possible

de trouver α et K tels que 1 < α < mint−1
i=1

ai+1
ai

et αK ∈ N (si aℓ+1
aℓ

= mint−1
i=1

ai+1
ai

;

prenons par exemple α = aℓ+1
aℓ+1 et K = aℓ + 1 si aℓ+1 6= aℓ + 1 ou prenons par

exemple α = 10×aℓ+1
10×aℓ+1 et K = 10× aℓ + 1 sinon).

Suite à la définition de α et de K, nous avons : Ks(ai) < αKs(ai) < Ks(ai+1) <

αKs(ai+1).

Soient β = α− 1, β > 0 et X = K ∑
t
i=1
(

2(t− i + 1) + (2t− 2i + 1)α
)

× s(ai).

Nous construisons une instance du problème ESCSC comme suit : n = 2t et

– p(2i−1) = K× s(ai), ∀i = 1, 2, . . . , t,

– p(2i) = αK× s(ai), ∀i = 1, 2, . . . , t,

– Y1 = K(1 + α)
(

∑
t
i=1(t− i + 1)× s(ai)

)

− KC,

– Y = X + βKC,

– N1 = {2, 4, 6, . . . , 2t}.
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Soit S0 une solution initiale définie comme suit : S0 = {1, 2, 3, . . . , 2t− 1, 2t}, c-à-d.

la séquence où les travaux sont ordonnancés selon la règle SPT (voir Figure 7.1).

Nous avons :

∑
n
j=1 Cj(S0) = Ks(a1)+ (Ks(a1)+ αKs(a1))+ (Ks(a1)+ αKs(a1)+ Ks(a2))+ (Ks(a1)+

αKs(a1) + Ks(a2) + αKs(a2)) + . . .

⇒ ∑
n
j=1 Cj(S0) = 2tKs(a1) + (2t− 1)αKs(a1) + (2t− 2)Ks(a2) + (2t− 3)αKs(a2) +

. . .

⇒ ∑
n
j=1 Cj(S0) = Ks(a1)(2t + (2t− 1)α) + Ks(a2)((2t− 2) + (2t− 3)α) + . . .

⇒ ∑
n
j=1 Cj(S0) = K ∑

t
i=1
(

2(t− i + 1) + (2t− 2i + 1)α
)

× s(ai) = X.

De la même façon, nous obtenons :

∑Jj∈N1
Cj(S0) = (K× s(a1) + αK× s(a1)) + (K× s(a1) + αK× s(a1) + K× s(a2) +

αK× s(a2)) + . . .

⇒ ∑Jj∈N1
Cj(S0) = (K × s(a1) + αK × s(a1)) + (K × s(a1) + αK × s(a1) + K ×

s(a2) + αK× s(a2)) + . . .

⇒ ∑Jj∈N1
Cj(S0) = t × (K × s(a1) + αK × s(a1)) + (t − 1) × (K × s(a2) + αK ×

s(a2)) + . . .

⇒ ∑Jj∈N1
Cj(S0) = t× ((1 + α)K× s(a1)) + (t− 1)× ((1 + α)K× s(a2)) + . . .

⇒ ∑Jj∈N1
Cj(S0) = K(1 + α)(t× s(a1) + (t− 1)× s(a2) + . . .

⇒ ∑Jj∈N1
Cj(S0) = K(1 + α) ∑

t
i=1(t− i + 1)× s(ai) = Y1 + KC

Par conséquent, cette solution n’est pas faisable pour le problème ESCSC car

∑Jj∈N Cj(S0) ≤ Y mais ∑Jj∈N1
Cj(S0) > Y1.

FIG. 7.1 – Une séquence initiale avec 10 travaux

Supposons qu’on sache résoudre le PAED. Nous allons illustrer une méthode ba-

sée sur la permutation de certains travaux adjacents dans S0 afin de diminuer

∑Jj∈N1
Cj ce qui augmentera de façon raisonnable ∑Jj∈N Cj et qui donnera la sé-

quence optimale.

Considérons l’ensemble des travaux G = {Jj ∈ N/j = 2i ∧ i ∈ B1}. Notons que

G ⊆ N1. Nous construisons la séquence S1 à partir de S0 par la permutation d’un
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travail d’indice dans G avec son prédécesseur : S1[j] = S0[j− 1], S1[j− 1] = S0[j]

pour Jj ∈ G et S1[j] = S0[j] pour les autres travaux.

Ainsi, il faut calculer les deux valeurs suivantes ∑Jj∈N Cj(S1) et ∑Jj∈N1
Cj(S1).

Pour cela, nous analysons d’abord la séquence S′ construite à partir de S0 par la

permutation de deux travaux adjacents (l’indice du successeur est dans G).

∑Jj∈N Cj(S′) = ∑Jj∈N Cj(S0) + (pj − pj−1).

Donc, ∑Jj∈N Cj(S1) = ∑Jj∈N Cj(S0)+ ∑Jj∈G(pj− pj−1) = ∑Jj∈N Cj(S0)+ ∑Jj∈G(αK×

s(aj/2)− K× s(aj/2)).

⇒ ∑Jj∈N Cj(S1) = ∑Jj∈N Cj(S0) + ∑Jj∈G(βK × s(aj/2)) = ∑Jj∈N Cj(S0) + βK ×

∑Jj∈G(s(aj/2))

⇒ ∑Jj∈N Cj(S1) = ∑Jj∈N Cj(S0) + βK× C = X + βKC = Y

De même ∑Jj∈N1
Cj(S′) = ∑Jj∈N1

Cj(S0)− pj−1

Par conséquent, ∑Jj∈N1
Cj(S1) = ∑Jj∈N1

Cj(S0)−∑Jj∈G pj−1

⇒ ∑Jj∈N1
Cj(S1) = ∑Jj∈N1

Cj(S0)−∑Jj∈G K× s(aj/2)

⇒ ∑Jj∈N1
Cj(S1) = ∑Jj∈N1

Cj(S0)− KC = Y1 + KC− KC = Y1

Donc, S1 est une solution réalisable et optimale pour le problème ESCSC.

Supposons maintenant qu’on sache résoudre ESCSC. Soit σ la séquence. Si σ ne

respecte pas les conditions de la proposition 7.3.2, alors nous déplaçons tous les

travaux vers la gauche, appliquons par la suite la règle SPT pour les travaux de

N1, appliquons l’ordre SPT pour les travaux de N \ N1. Par la suite, si deux tra-

vaux Ji et Jj ne respectent pas de dernier point de la proposition 7.3.2, ils doivent

être permutés. Nous obtenons une nouvelle séquence σ′ telle que :

– ∑Jj∈N Cj(σ′) ≤ ∑Jj∈N Cj(σ) ≤ Y (1)

– ∑Jj∈N1
Cj(σ′) ≤ ∑Jj∈N1

Cj(σ) ≤ Y1 (2)

– et σ′ satisfait les conditions de la proposition 7.3.2.

Nous allons maintenant comparer σ′ et S0.

Considérons le travail numéro 2i. Ce travail est ordonnancé à la position 2i dans

S0 et à la position k dans σ′. Supposons que k > 2i. Dans ce cas, il existe au moins

un travail ordonnancé avant la position 2i dans σ′ avec une durée opératoire su-

périeure à p2i. Ce travail ne peut pas appartenir àN1 car les travaux deN1 dans σ′

sont ordonnancés selon l’ordre SPT. Ce travail appartient donc à N \ N1. Ce cas
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n’est pas possible à cause du dernier point de la Proposition 7.3.2. Par conséquent,

k ≤ 2i. De même, nous pouvons montrer que le travail 2i− 1 est à la position 2i− 1

dans S0 et à la position l dans σ′ avec l ≥ 2i− 1. Ce cas est illustré par la Figure

7.2.

FIG. 7.2 – Séquences S0 et σ′ et position des travaux 2i− 1 et 2i

Soit l’ensemble des travauxH2i = {Jj/(j ≻σ′ 2i)∧ (pj < p2i)∧ (j ∈ N \N1)}. Par

exemple selon la figure précédente, le travail 2i− 1 appartient à H2i. Ces travaux

sont dans N \N1 et précèdent le travail 2i dans S0.

Nous avons C2i(S0) = C2i(σ′) + ∑Jk∈H2i
pk selon la définition deH2i.

⇒ C2i(σ′) = C2i(S0)−∑Jk∈H2i
pk

⇒ ∑Jj∈N1
Cj(σ′) = ∑Jj∈N1

Cj(S0)−∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
pk (3)

⇒ ∑Jj∈N1
Cj(σ′) = Y1 + KC−∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj

pk

Selon l’inégalité (2) ∑Jj∈N1
Cj(σ′) ≤ Y1, nous avons :

Y1 + KC−∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
pk ≤ Y1

⇒ KC ≤ ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
pk

⇒ KC ≤ ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
Ks(a(k+1)/2)

⇒ C ≤ ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
s(a(k+1)/2) (4)

Par rapport à la solution initiale S0 et selon le dernier point dans la proposition

7.3.2, la position du travail Jj ∈ N1 dans σ′ sera inchangée ou déplacée vers la

gauche. De même, la position du travail Jj ∈ N \ N1 dans σ′ sera inchangée

ou déplacée vers la droite. La différence de date de fin d’exécution d’un travail

Jj ∈ N \ N1 entre deux séquences σ′ et S0 est déterminée par la somme des du-

rées opératoires des travaux de N1 ordonnancés après Jj dans S0 et ordonnancés

avant Jj dans σ′. Par exemple, selon la Figure 7.2, la déviation de la date de fin
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d’exécution du travail 2i − 1 entre deux séquences σ′ et S0 est au moins égale à

p2i. Plus généralement, nous avons :

C2i−1(σ′) = C2i−1(S0) + ∑Jk∈N1|2i−1∈Hk
pk

⇒ ∑Jj∈N\N1
Cj(σ′)−∑Jj∈N\N1

Cj(S0) = ∑Jj∈N\N1 ∑Jk∈N1|Jj∈Hk
pk

⇒ ∑Jj∈N\N1
Cj(σ′)−∑Jj∈N\N1

Cj(S0) = ∑Jk∈N1|Jj∈Hk ∑Jj∈N\N1
pk = ∑Jk∈N1 ∑Jj∈Hk

pk

Donc, la déviation de la somme des dates de fin d’exécution entre deux séquences

σ′ et S0 est définie comme suit.

∑j Cj(σ′)−∑j Cj(S0)

=
(

∑Jj∈N1
Cj(σ′)−∑Jj∈N1

Cj(S0)
)

+
(

∑Jj∈N\N1
Cj(σ′)−∑Jj∈N\N1

Cj(S0)
)

.

Selon (3), nous avons : ∑Jj∈N1
Cj(σ′)−∑Jj∈N1

Cj(S0) = ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
pk

⇒ ∑j Cj(σ′)−∑j Cj(S0) = ∑Jk∈N1 ∑Jj∈Hk
pk −∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj

pk.

⇒ ∑j Cj(σ′)−∑j Cj(S0) = ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
(pj − pk)

Depuis pj > pk où Jj ∈ N1, Jk ∈ Hj, nous avons pj ≥ pk+1 avec Jj, Jk+1 ∈ N1 et

Jk ∈ Hj (5)

⇒ ∑Jj∈N Cj(σ′)−∑Jj∈N Cj(S0) ≥ ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
(pk+1− pk) = ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj

(

αKs(a(k+1)/2)−

Ks(a(k+1)/2)
)

⇒ ∑jJ∈N Cj(σ′)−∑Jj∈N Cj(S0) ≥ βK ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
s(a(k+1)/2)

⇒ ∑Jj∈N Cj(σ′) ≥ ∑Jj∈N Cj(S0) + βK ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
s(a(k+1)/2)

Selon l’inégalité (2) que ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
s(a(k+1)/2) ≥ C, nous avons alors :

∑Jj∈N Cj(σ′) ≥ ∑Jj∈N Cj(S0) + βKC = Y (6)

Par conséquent, grâce aux (1) et (6), nous déduisons que ∑Jj∈N Cj(σ′) = Y.

Autrement dit, toutes inégalités (4) et (5) doivent être devenues égalités :






∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
s(a(k+1)/2) = C

pj = pk+1 où Jj ∈ N1, Jk ∈ Hj

Rappelons que les durées opératoires des travaux sont toutes différentes. Ainsi,

soit pj = pk+1 (c.a.d. |Hj| = 1) ou |Hj| = 0 où Jj ∈ N1, Jk ∈ Hj.

⇒ |Hj| ≤ 1, ∀Jj ∈ N1

⇒ L’égalité ∑Jj∈N1 ∑Jk∈Hj
s(a(k+1)/2) = C définit le sous-ensemble B1 de PAED.

Par conséquent, les travaux Jj avec |Hj| = 1 définissent la solution B1 du pro-

blème PAED. 2
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4. Les problèmes 1||ε
(

∑ Tj(N )/ f (N1)
)

et 1||ε
(

f (N )/ ∑ Tj(N1)
)

avec f ∈ {Cmax,

Lmax, ∑ Cj, ∑ wjCj, ∑ Uj, ∑ Tj, ∑ wjTj} surN sontN P-difficiles au sens ordinaire.

Comme le problème 1||∑ Tj est N P-difficile [60], les problèmes considérés sont

également N P-difficiles. 2.

Les programmes dynamiques pour ces problèmes d’ordonnancementN P-difficiles

au sens ordinaire sont présentés dans le chapitre suivant.

7.4 Problèmes NP-difficiles au sens fort

Proposition 7.4.1 Les problèmes suivants sont N P-difficiles au sens fort :

1. problème 1||ε
(

∑ wjCj(N )/Lmax(N1)
)

,

2. problème 1||ε
(

Lmax(N )/ ∑ wjCj(N1)
)

,

3. problème 1||ε
(

∑ wjCj(N )/ ∑ Uj(N1)
)

,

4. problème 1||ε
(

∑ Uj(N )/ ∑ wjCj(N1)
)

,

5. problèmes 1||ε
(

∑ wjTj(N )/ f (N1)
)

et 1||ε
(

f (N )/ ∑ wjTj(N1)
)

avec f ∈ {Cmax, Lmax,

∑ Cj, ∑ wjCj, ∑ Uj, ∑ Tj, ∑ wjTj} sur N .

Preuve. Le résultats peut être obtenus en utilisant l’instance définie par Lawler [146]

pour le problème 1||∑ wjTj.

Proposition 7.4.2 Les problèmes suivants sont N P-difficiles au sens fort :

1. Problème 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), Lmax(N1)
)

2. Problème 1||Fℓ

(

Lmax(N ), ∑ wjCj(N1)
)

3. Problème 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), ∑ Uj(N1)
)

4. Problème 1||Fℓ

(

∑ Uj(N ), ∑ wjCj(N1)
)

5. Problème 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), ∑ wjCj(N1)
)

Preuve.

1. Problème 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), Lmax(N1)
)

est N P-difficile au sens fort.

Le problème de décision associé est le suivant, noté FWCLM :

FWCLM

Données : un ensembleN de n travaux ; un sous-ensembleN1 ⊂ N , durée d’exé-

cution pj pour chaque travail Jj, 1 ≤ j ≤ n et date de fin souhaitée dj si Jj ∈ N1 ; a,
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b et y réels.

Question : Existe-t-il un ordonnancement σ tel que

a ∑ wjCj(N ) + bLmax(N1) ≤ y ?

Il est clair que le problème FWCLM est dansN P. Nous montrons par la suite que

FWCLM est N P-complet au sens fort par la réduction de 3-PARTITION, qui est

connu comme N P-complet au sens fort ([71]).

3-PARTITION

Données : un entier B et un ensemble A = {a1, . . . , a3r} 3r entiers positifs avec

B/4 < ak < B/2 (k = 1, . . . , 3r) et ∑
3r
k=1 ak = rB.

Question : Existe-t-il une partition de A en r sous-ensembles disjoints mutuel-

lement A1, . . . , Ar tels que la somme des éléments dans Ak soit égal à B, ∀k =

1, . . . , r ?

Étant donnée une instance de 3-PARTITION, nous construisons une instance de

FWCLM comme suit :

– N = {1, 2, . . . , 4r},

– N1 = {1, 2, . . . , r},

– pour Jj, j ∈ {1, 2, . . . , r} : pj = wj = 1 et dj = 1 +(j− 1)(B + 1), soit D = ∑
r
i=1 dj,

– pour Jj, j ∈ {r + 1, r + 2, . . . , 4r} : pj = aj−r, wj = D2aj−r (tous les travaux ont

le même ratio
pj

wj
= 1/D2),

– a = 1 et b = y = D2 ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + D2Br(r + 1)/2 + D,

FIG. 7.3 – Une séquence optimale σ du 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), Lmax(N1)
)

(⇒) Supposons que 3-PARTITION a une réponse ’oui’. Alors, nous construi-

sons une solution du problème FWCLM. Nous formons r blocks, où le jth block

contient le travail Jj suivi des travaux correspondant aux éléments de Aj, que nous

traitons dans cet ordre. Donc, bLmax(N1) = 0. Il est facile de vérifier que la pondé-

ration de la date de fin d’exécution des travaux deN est égale à D2 ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj +

Br(r + 1)/2 + D. Ainsi, FWCLM a aussi une réponse ’oui’.
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(⇐) Supposons maintenant que FWCLM a une réponse ’oui’, et soit σ une solu-

tion réalisable. Parce que le retard du travail J1 est supérieur ou égal à 0, Lmax(N1) ≥

0. Parce que ∑ wjCj(N ) > 0 et que y = b, nous avons Lmax(N1) < 1 et donc

Lmax(N1) = 0 et le travail J1 commence à l’instant 0. La somme pondérée des

dates de fin d’exécution des travaux de N1 est donc inférieure ou égale à D.

Soit Hj (j = 1, . . . , r− 1) l’ensemble des travaux deN \N1 qui sont exécutés entre

les travaux Jj et Jj+1, et soit Hr l’ensemble des travaux deN exécutés après le tra-

vail r dans la séquence σ. Nous utilisons p(Hj) et w(Hj) pour désigner la somme

des durées opératoires et la somme des poids des travaux appartenant à Hj res-

pectivement. La somme pondérée des dates de fin d’exécution des travaux dans

N \N1 selon σ est donc égale à D2 ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + ∑

r
j=1 jw(Hj) (la première par-

tie est le total des dates de fin d’exécution pondérées de N \N1 dans les travaux

de N1). Car le travail J2 est achevé avant sa date de fin souhaitée, nous savons

que p(H1) ≤ B. De même, car le travail J3 est achevé avant sa date de fin sou-

haitée, nous savons que p(H1) + p(H2) ≤ 2B. En étendant ce raisonnement, nous

constatons que

rp(H1) + (r− 1)p(H2) + . . . + p(Hr) ≤ ∑
r
i=1 iB = Br(r + 1)/2

⇔ (r + 1)[p(H1) + p(H2) + . . . + p(Hr)]−∑
r
j=1 jp(Hj) ≤ Br(r + 1)/2

⇔ (r + 1)[rB]−∑
r
j=1 jp(Hj) ≤ Br(r + 1)/2

⇔ Br(r + 1)− Br(r + 1)/2 ≤ ∑
r
j=1 jp(Hj)

⇔ Br(r + 1)/2 ≤ ∑
r
j=1 jp(Hj)

D’autre part, nous avons

∑ wjCj(N \N1) + ∑ wjCj(N1) ≤ D2 ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + D2Br(r + 1)/2 + D

⇔ D2 ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + ∑

r
j=1 jw(Hj) + ∑ wjCj(N1) ≤ D2 ∑

3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + D2Br(r +

1)/2 + D

⇔ ∑
r
j=1 jw(Hj) + ∑ wjCj(N1) ≤ D2Br(r + 1)/2 + D

⇔ D2 ∑
r
j=1 jp(Hj) + ∑ wjCj(N1) ≤ D2Br(r + 1)/2 + D

⇔ ∑
r
j=1 jp(Hj) ≤ Br(r + 1)/2 + (D−∑ wjCj(N1))/D2

Ainsi, nous avons :

Br(r + 1)/2 ≤
r

∑
j=1

jp(Hj) ≤ Br(r + 1)/2 + (D−∑ wjCj(N1))/D2

Car 0 < ∑ wjCj(N1) ≤ D, 0 < (D−∑ wjCj(N1))/D2 < 1.
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Par conséquent, ∑
r
j=1 jp(Hj) = Br(r + 1)/2

Puisque ∀j ∈ {1, . . . , r}, p(H1) + . . . + p(Hj) ≤ jB nous pouvons déduire que

∀j ∈ {1, . . . , r}, p(Hj) = B. Par conséquent, la partition de A en H1, . . . , Hr donne

une instance de 3-PARTITION à réponse ’oui’. 2

2. Problème 1||Fℓ

(

Lmax(N ), ∑ wjCj(N1)
)

est N P-difficile au sens fort.

Le problème de décision associé est le problème suivant, noté FLMWC :

FLMWC

Données : Un ensemble N de n travaux ; un sous-ensemble N1 ⊂ N ; durée

opératoire pj pour chaque travail Jj, 1 ≤ j ≤ n et date de fin souhaitée dj si

Jj ∈ N1 ; a, b et y sont les valeurs réelles.

Question : Existe-t-il un ordonnancement σ tel que

aLmax(N ) + b ∑ wjCj(N1) ≤ y ?

Il est clair que le problème FLMWC est dansNP . Nous montrons par la suite que

FLMWC est N P-complet au sens fort par la réduction de 3-PARTITION, connu

comme N P-complet au sens fort ([71]).

Étant donnée une instance de 3-PARTITION, nous construisons une instance du

problème FLMWC comme suit :

– N = {1, 2, . . . , 4r + 1}, N1 = {1, 2, . . . , 3r}, Pn = ∑
4r+1
j=1 pj

– pour Jj, j ∈ {1, 2, . . . , 3r} : pj = wj = aj et dj = Pn,

– pour Jj, j ∈ {3r + 1, 3r + 2, . . . , 4r + 1} : pj = B et dj = (2(j− 3r)− 1)B,

– y = 1
2 B2r(r + 1) + ∑

3n
i=1 ∑

i
j=1 aiaj,

– a = 2y and b = 1.

FIG. 7.4 – Une séquence optimale σ du 1||Fℓ

(

Lmax(N ), ∑ wjCj(N1)
)

Comme la définition de a = 2y, Lmax(N ) doit être inférieur ou égal à 0. Puisque

le travail J3r+1 a une durée et une date de fin souhaitée égales à B, ce travail doit

commencer à la date zéro. Par conséquent, Lmax(N ) = 0 et les travaux Jj, j ∈

{3r + 1, 3r + 2, . . . , 4r + 1} ne peuvent pas être en retard.
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(⇒) Supposons que le problème 3-PARTITION a une réponse ’oui’ et qu’il parti-

tionne l’ensemble A en r sous-ensembles disjoints Aj (1 ≤ j ≤ r). Nous construi-

sons la solution suivante pour le problème FLMWC. Nous formons r blocs, où le

bloc j contient le travail J3r+j suivi des travaux correspondants aux éléments de

Aj, que nous traitonsdans cet ordre. Le dernier travail de la séquence est le travail

J4r+1, qui se termine à la date Pn.

Il est facile de vérifier que le maximum du retard est égal à zéro et la somme

des dates de fin d’exécution pondérées des travaux de N1 est égale à ∑
r−1
k=0 B2(r−

k) + ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj = y. Ainsi, aLmax(N ) + b ∑ wjCj(N1) = y qui est signifié que

LMWC a aussi un réponse ’oui’.

(⇐) Supposons maintenant que FLMWC a une réponse ’oui’, soit σ une solution

réalisable. Le maximum retard de séquence σ est 0. Chaque travail Jj ∈ N \ N1

est en avance, nous allons montrer que tous les travaux se terminent à (ou avant)

leur date de fin souhaitée.

Soit Hj (j = 1, . . . , r− 1) l’ensemble des travaux de N qui sont exécutés entre les

travaux 3r + j et 3r + j + 1. On utilise p(Hj) et w(Hj) pour indiquer la somme des

durées opératoires et la somme des poids des travaux appartenant à Hj, respecti-

vement. La somme des dates de fin d’exécution pondérées des travaux dans N1

selon σ, ∑ wjCj(N1), est donc égale à ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + B ∑

r
j=1 jw(Hj).

Comme le travail J3r+2 doit être terminé avant sa date de fin souhaitée, p(H1) ≤ B.

De la même façon, comme le travail J3r+3 doit être complété avant sa date de fin

souhaitée, nous avons p(H1) + p(H2) ≤ 2B. En étendant le même raisonnement,

nous constatons que :

rp(H1) + (r− 1)p(H2) + . . . + p(Hr) ≤ ∑
r
i=1 iB = Br(r + 1)/2

⇔ (r + 1)[p(H1) + p(H2) + . . . + p(Hr)]−∑
r
j=1 jp(Hj) ≤ Br(r + 1)/2

⇔ (r + 1)[rB]−∑
r
j=1 jp(Hj) ≤ Br(r + 1)/2

⇔ Br(r + 1)− Br(r + 1)/2 ≤ ∑
r
j=1 jp(Hj)

⇔ Br(r + 1)/2 ≤ ∑
r
j=1 jp(Hj)

⇔ Br(r + 1)/2 ≤ ∑
r
j=1 jw(Hj) (car w(Hj) = p(Hj)).

D’autre part, nous avons :

aLmax(N ) + b ∑ wjCj(N1) ≤ y

⇔ ∑ wjCj(N1) ≤
1
2 B2r(r + 1) + ∑

3n
i=1 ∑

i
j=1 aiaj

165



7.4. PROBLÈMES NP-DIFFICILES AU SENS FORT

⇔ ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + B ∑

r
j=2 jw(Hj) ≤ ∑

3n
i=1 ∑

i
j=1 aiaj +

1
2 B2r(r + 1)

⇔ ∑
r
j=1 jw(Hj) ≤ Br(r + 1)/2.

Par conséquent, on déduit que : ∑
r
j=1 jp(Hj) = Br(r + 1)/2. Comme ∀j ∈ {1, . . . , r},

p(H1) + . . . + p(Hj) ≤ jB, nous pouvons déduire que ∀j ∈ {1, . . . , r}, p(Hj) = B.

Par conséquent, la partition de A en H1, . . . , Hr donne une solution à 3-PARTITION

à réponse ’oui’. 2

Remarque 7.4.1 Par conséquent, en utilisant le même raisonnement, le problème d’ordon-

nancement classique bi-critère 1||Fℓ(∑ wjCj(N ), Lmax(N )) est également N P-difficile

au sens fort.

3. Problème 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), ∑ Uj(N1)
)

est N P-difficile au sens fort.

En utilisant la même instance que pour le problème 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), Lmax(N1)
)

,

nous pouvons montrer que le problème 1||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), ∑ Uj(N1)
)

est N P-dif-

ficile au sens fort.

4. Problème 1||Fℓ

(

∑ Uj(N ), ∑ wjCj(N1)
)

est N P-difficile au sens fort.

Considérons l’instance choisie pour la réduction du 1||Fℓ

(

Lmax(N ), ∑ wjCj(N1)
)

.

Avec les modifications suivantes : d3r+1 = r(B + 1), dj = (j − 2r − 1)(B + 1)

pour le travail Jj, j ∈ {3r + 2, 3r + 3, . . . , 4r} et y = ∑
3n
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + Br2(B +

1) + Br(r − 1)/2, nous montrons que le problème 1||Fℓ

(

∑ Uj(N ), ∑ wjCj(N1)
)

est N P-difficile au sens fort. 2

5. Problème 1||ε
(

∑ wjCj(N )/ ∑ w′jCj(N1)
)

est N P-difficile au sens fort.

Soit EWCWC the decision problème associated to 1||ε
(

∑ wjCj(N )/ ∑ w′jCj(N1)
)

.

Ce problème est défini par :

EWCWC

Données : Un ensembleN de n travaux, un sous-ensembleN1 ⊂ N , durée opéra-

toire pj et les poids wj, w′j pour chaque travail Jj, 1 ≤ j ≤ n, deux valeurs entières

Y et Y1.

Question : Existe-t-elle une séquence σ de N telle que

∑Jj∈N wjCj ≤ Y et ∑Jj∈N1
w′jCj ≤ Y1 ?

Nous montrons que la réponse au problème 3-PARTITION est ”oui” si et seule-

ment si la réponse au problème EWCWC est ”oui”.

Soit une instance de 3-PARTITION, nous construisons une instance de EWCWC

comme suit :
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– N = {1, 2, . . . , 4r},

– N1 = {1, 2, . . . , r},

– pour le travail Jj, j ∈ {1, 2, . . . , r} : pj = B, wj = 1 et w′j = B3(r−j),

– pour le travail Jj, j ∈ {r + 1, r + 2, . . . , 4r} : pj = aj−r, wj = aj−r (tous les travaux

ont le même ratio
pj

wj
= 1),

– Y = ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + B2r(r + 1)/2 + r2B et Y1 = ∑

r
i=1(2i− 1)B3r−3i+1.

FIG. 7.5 – Une séquence optimale σ du 1||ε
(

∑ wjCj(N )/ ∑ w′jCj(N1)
)

Remarque que les durées opératoires et les poids wj des travaux deN1 sont iden-

tiques. L’ordonnancement des travaux de N1 dans l’ordre non-croissant de w′j

(également dans l’ordre numérique) est donc dominant.

(⇒) Supposons que 3-PARTITION a une réponse ’oui’. Alors, nous construisons

une solution du problème EWCWC. Nous formons r blocks, où le jème block

contient le travail Jj suivi par les travaux correspondant aux éléments de Aj, que

nous traitons dans cet ordre.

Il est facile de vérifier que :

– la pondération de la date de fin d’exécution des travaux de N1 est égale à :

∑ w′jCj(N1) = B3r−3 × B + B3r−6 × 3B + B3r−9 × 5B + . . . + 1× (2r− 1)B

=
r

∑
j=1

(2j− 1)B3r−3j+1 = Y1,

– la pondération de la date de fin d’exécution des travaux de N est égale à :

∑ wjCj(N ) = ∑ wjCj(N \N1) + ∑ wjCj(N1)

= (
3r

∑
i=1

i

∑
j=1

aiaj +
r

∑
j=1

jB2) + (B
r

∑
j=1

(2j− 1))

= (
3r

∑
i=1

i

∑
j=1

aiaj + B2r(r + 1)/2) + (B
r

∑
j=1

(2j− 1))

=
3r

∑
i=1

i

∑
j=1

aiaj + B2r(r + 1)/2 + r2B = Y.
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Ainsi, EWCWC a également une réponse ’oui’.

(⇐) Supposons maintenant que EWCWC a une réponse ’oui’, soit σ une solution

réalisable. Nous pouvons supposer que σ est une solution dominante, dont les

travaux de N1 sont ordonnancés dans l’ordre numérique.

Soit Hj (j = 1, . . . , r − 1) l’ensemble des travaux de N \ N1 qui sont exécutés

entre les travaux Jj et Jj+1, et soit Hr l’ensemble des travaux de N exécutés après

le travail r dans la séquence σ. Nous utilisons p(Hj) et w(Hj) pour désigner la

somme des durées opératoires et la somme des poids des travaux appartenant à

Hj respectivement.

Nous avons l’inégalité suivante pour tout k ∈ {1, 2, . . . , r} :

r

∑
i=k+1

(2i− 1)B3r−3i+1 < B3r−3(k+1)+1
r

∑
i=k+1

(2i− 1)

< B3r−3(k+1)+1
r

∑
i=1

(2i− 1) < r2B3r−3(k+1)+1

< B2B3r−3(k+1)+1 = B3(r−k).

Par conséquent, la date de fin d’exécution du travail J1 ne peut pas dépasser B (car

dans le cas contraire, C1 ≥ (B + 1) ⇒ w′1C1 ≥ B3r−3(B + 1) = B3r−2 + B3r−3 >

B3r−2 + ∑
r
i=2(2i − 1)B3r−3i+1 = Y1). Néanmoins, comme p1 = B, la date de fin

d’exécution du travail J1 doit être égale à B. De plus, la date de fin d’exécution du

travail J2 ne peut pas dépasser 3B car sinon w′1C1 + w′2C2 ≥ B3r−2 + B3r−6(3B +

1) = B3r−2 + B3r−6(3B + 1) = B3r−2 + 3BB3r−6 + B3r−6 > B3r−2 + 3BB3r−6 +

∑
r
i=3(2i − 1)B3r−3i+1 = Y1. Ainsi, on peut déduire que p(H1) ≤ B. De la même

façon, nous pouvons montrer que la date de fin d’exécution du travail J3 ne peut

pas dépasser à 5B. Cela veut dire que p(H1) + p(H2) ≤ 2B. En étendant ce rai-

sonnement, nous constatons que :

(r− 1)p(H1) + (r− 2)p(H2) + . . . + p(Hr−1) ≤ ∑
r−1
i=1 iB = Br(r− 1)/2

⇔ ∑
r−1
j=1(r− j)p(Hj) + ∑

r
j=1 p(Hj) ≤ Br(r− 1)/2 + rB

⇔ ∑
r
j=1(r− j + 1)p(Hj) ≤ Br(r + 1)/2

⇔ (r + 1)[p(H1) + p(H2) + . . . + p(Hr)]−∑
r
j=1 jp(Hj) ≤ Br(r + 1)/2

⇔ (r + 1)[rB]−∑
r
j=1 jp(Hj) ≤ Br(r + 1)/2

⇔ Br(r + 1)− Br(r + 1)/2 ≤ ∑
r
j=1 jp(Hj)

⇔ Br(r + 1)/2 ≤ ∑
r
j=1 jp(Hj)

168



7.5. PROBLÈMES OUVERTS

D’autre part, nous avons

– ∑ wjCj(N1) = ∑
r
j=1(jB + ∑

j−1
i=1 p(Hj)) = Br(r + 1)/2 + ∑

r−1
j=1(r− j)p(Hj)

⇒∑ wjCj(N1) = Br(r + 1)/2 +
r−1

∑
j=1

(r− j)p(Hj) +
r

∑
j=1

p(Hj)− rB

= Br(r + 1)/2(r + 1)[rB]−
r

∑
j=1

jp(Hj)− rB

= Br(r + 1)/2 + Br2 −
r

∑
j=1

jp(Hj).

– ∑ wjCj(N \N1) = ∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + ∑

r
j=1 jBw(Hj)

Comme ∑ wjCj(N ) ≤ Y et p(Hj) = w(Hj) pour tout j ∈ {1, . . . , r}, nous avons

∑
3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj + ∑

r
j=1 jBp(Hj)+ Br(r + 1)/2 + Br2−∑

r
j=1 jp(Hj) ≤ ∑

3r
i=1 ∑

i
j=1 aiaj +

B2r(r + 1)/2 + Br2

⇔ (B− 1) ∑
r
j=1 jp(Hj)) + Br(r + 1)/2 ≤ B2r(r + 1)/2

⇔ (B− 1) ∑
r
j=1 jp(Hj)) ≤ (B− 1)Br(r + 1)/2

⇔ ∑
r
j=1 jp(Hj)) ≤ Br(r + 1)/2

Par conséquent, ∑
r
j=1 jp(Hj) = Br(r + 1)/2

Puisque ∀j ∈ {1, . . . , r}, p(H1) + . . . + p(Hj) ≤ jB nous pouvons déduire que

∀j ∈ {1, . . . , r}, p(Hj) = B. Par conséquent, la partition de A en H1, . . . , Hr montre

que le problème 3-PARTITION est à réponse ’oui’. 2

7.5 Problèmes ouverts

Proposition 7.5.1 Les problèmes suivants restent ouverts :

1. Problème 1||Fℓ

(

Lmax(N ), ∑ Uj(N1)
)

,

2. Problème 1||Fℓ

(

∑ Cj(N ), ∑ Uj(N1)
)

et problème 1||ε
(

∑ Cj(N )/ ∑ Uj(N1)
)

,

3. Problème 1||Fℓ

(

∑ Uj(N ), ∑ Cj(N1)
)

et problème 1||ε
(

∑ Uj(N )/ ∑ Cj(N1)
)

,

4. Problème 1||Fℓ

(

∑ Uj(N ), Lmax(N1)
)

,

5. Problème 1||Fℓ

(

∑ Uj(N ), ∑ Uj(N1)
)

et problème 1||ε
(

∑ Uj(N )/ ∑ Uj(N1)
)

.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons élaboré des preuves de complexité pour les problèmes

d’ordonnancement à une seule machine. Les approches les plus utilisées en pratique

telles que ε-contrainte, programmation par objectif et combinaison linéaire sont abor-

dées. L’objectif est de minimiser à la fois un critère régulier pour tous les travaux parmi

l’ensemble des critères {Cmax(N ), Lmax(N ), ∑ Cj(N ), ∑ wjCj(N ), ∑ Uj(N , ∑ Tj(N ), ∑ wjTj(N ))}

et un autre critère pour un sous-ensemble N1 des travaux choisi parmi

{Cmax(N1), Lmax(N1), ∑ Cj(N1), ∑ wjCj(N1), ∑ Uj(N1), ∑ Tj(N1), ∑ wjTj(N1)}. Tous les

combinaisons possibles de ces deux critères ont été étudiées et la synthèse des résultats

est présentée dans la Figure 7.1. Dans une future recherche, nous étudierions les pro-

blèmes qui restent ouverts.
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Chapitre 8
Problème d’ordonnancement à

machines parallèles

Les problèmes d’ordonnancement des travaux interférants sur m machines parallèles

identiques sont considérés dans ce chapitre. Nous nous intéressons à deux critères

réguliers : minimiser la date de fin d’exécution du dernier travail deN (resp. deN1)

notée Cmax(N ) (resp. Cmax(N1)), la somme des dates de fin des travaux ∑ Cj(N )

(resp. ∑ Cj(N1)) ou la somme pondérée ∑ wjCj(N ) (resp. ∑ wjCj(N )). Toutes les

combinaisons possibles des critères sur plusieurs approches de résolution pour l’op-

timisation multicritère sont étudiées. Ces problèmes seront montrés N P-difficiles.

Pour résoudre ceux qui sont N P-difficiles au sens ordinaire, les méthodes exactes

basées sur la programmation dynamique sont développées.

8.1 Introduction

Nous considérons un ensemble N de travaux à ordonnancer sur m machines pa-

rallèles identiques, où m est fixé. Soit N1 un sous-ensemble de N . L’objectif est de dé-

terminer un ordonnancement qui minimise à la fois un critère régulier global sur tous

les travaux et un autre critère régulier local sur l’ensemble N1. Plus particulièrement,

nous nous intéressons à deux critères réguliers : minimiser la date de fin d’exécution
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du dernier travail, la somme des dates de fin des travaux ∑ Cj ou la somme pondérée

des dates de fin ∑ wjCj. Il s’agit ici d’étudier plusieurs approches de résolution pour

l’optimisation multicritère telles que l’approche ε-contrainte, la combinaison linéaire et

le goal programming. Toutes les combinaisons possibles des critères sont considérées.

En se basant sur les résultats de complexité montrés dans le cas d’un seule machine

ou dans le cas monocritère, nous déterminons les statuts de N P-complétude. Les pro-

blèmes étudiés sont N P-difficiles. Pour résoudre ceux qui sont N P-difficiles au sens

ordinaire, les méthodes exactes basées sur la programmation dynamique seront déve-

loppées.

La table 8.1 présente nos nouveaux résultats :

Fonction objectif Approche étudiée Références
(Fℓ) (ε) (GP)

Cmax(N ), Cmax(N1) BNP BNP BNP Prop. 8.2.1
Cmax(N ), ∑ wjCj(N1) BNP BNP SNP Prop. 8.2.1
∑ Cj(N ), ∑ Cj(N1) Open BNP BNP Prop. 8.3.1, 8.2.1
∑ wjCj(N ), Cmax(N1) BNP BNP BNP Prop. 8.2.1
∑ wjCj(N ), wjCj(N1) BNP SNP SNP Prop. 8.2.1, 8.2.2

(Fℓ) : l’approche par combinaison linéaire
(ε) : l’approche ε-contrainte
(GP) : l’approche de goal programming

TAB. 8.1 – Ordonnancement avec travaux interférants sur machines parallèles

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Les preuves de complexité pour ces

problèmes d’ordonnancements sont présentés dans la section 8.2. Dans la section 8.4,

une formulation récursive générale est proposée pour résoudre les problèmes d’ordon-

nancement sur m machines parallèles. Nous résolvons par la suite les problèmes N P-

difficiles au sens ordinaire.

8.2 Résultats de complexité

Proposition 8.2.1 Les problèmes suivants sont N P-difficiles au sens ordinaire :

1. Pm||ε
(

∑ Cj(N )/ ∑ Cj(N1)
)

2. Pm||ε
(

Cmax(N )/ ∑ wjCj(N1)
)

et Pm||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), Cmax(N1)
)

3. Pm||ε
(

∑ wjCj(N )/Cmax(N1)
)

et Pm||Fℓ

(

Cmax(N ), ∑ wjCj(N1)
)

4. Pm||ε
(

Cmax(N )/Cmax(N1)
)

et Pm||Fℓ

(

Cmax(N ), Cmax(N1)
)

5. Pm||Fℓ

(

∑ wjCj(N ), ∑ wjCj(N1)
)
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Preuve. Problème 1 est N P-difficiles puisque 1||ε
(

∑ Cj(N )/ ∑ Cj(N1)
)

est N P-

difficiles (voir proposition 7.3.1 du chapitre précédent). Problèmes 2-6 sontN P-difficiles

puisque les problèmes de Pm||Cmax et Pm||∑ wjCj sontN P-difficiles (voir [153] et [30]).

2

Proposition 8.2.2 Le problème Pm||ε
(

∑ wjCj(N )/ ∑ wjCj(N1)
)

est N P-difficile au sens

fort.

Preuve. Vrai car le problème 1||ε
(

∑ wjCj(N )/ ∑ wjCj(N1)
)

estN P-difficile au sens

fort (cf. proposition 7.4.1 du chapitre précédent). 2

8.3 Problèmes ouverts

Proposition 8.3.1 Le problème Pm||Fℓ

(

∑ Cj(N ), ∑ Cj(N1)
)

reste ouvert.

8.4 Algorithme de programmation dynamique

8.4.1 Formulation générale de programmation dynamique

Nous considérons d’abord le cas de deux machines parallèles. Le problème est

dénoté par P||ε(Z1(A)/Z2(B)). Dans ce qui suit, les deux cas sont possibles : A =

N ∧B = N1 ouA = N1 ∧B = N et Z1 et Z2 appartiennent à {Cmax, ∑ Cj, ∑ Cj, ∑ wjCj}.

Comme précédemment, on suppose que les travaux dansN1 sont numérotés de 1 à

n1 = |N1| et que les travaux dans N \N1 sont numérotés de n1 + 1 à n.

Soit F(i, j, P1, Q1, Q2) le coût minimal pour ordonnancer les travaux de {1, 2, ..., i} ∈

N1 et les travaux de {n1 + 1, n1 + 2, ..., j} ∈ N \ N1 de sorte que la somme des durées

d’exécution des travaux sur M1 est égale à P1. Q1 et Q2 dépendent des fonctions objectif

Z1 et Z2. Clairement, la somme des durées d’exécution de tous les travaux notée P =

∑
n
j=1 pj est une borne supérieure de P1. Soit Q′1 (resp. Q′2) une borne supérieure de Q1

(resp. Q2).

La décision consiste à affecter un travail de N1 ou de N \N1 sur M1 ou sur M2, ce

qui fait quatre cas possibles. Nous donnons d’abord une formulation générale de l’al-

gorithme ProgDyn et présentons par le suite son application pour résoudre plusieurs

problèmes d’ordonnancement.

Les décisions sont comme suit (dans le cas de deux machines) :
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– affecter le travail i appartenant à N1 sur M1

– affecter le travail i appartenant à N1 sur M2

– affecter le travail j appartenant à N \N1 sur M1

– affecter le travail j appartenant à N \N1 sur M2

Ces décisions peuvent être facilement étendues au cas de plus de deux machines

(ce qui conduit à F(i, j, P1, P2, . . . , Pm−1, Q1, Q2, . . . , Qm)). La relation récursive générale

(dans le cas de deux machines) est donnée par F(i, j, P1, Q1, Q2) :

F(0, n1, 0, 0, 0) = 0

F(i, j, P1, Q1, Q2) = +∞,











∀i > n1,

∀j ≤ n1,

∀(P1, Q1, Q2)











F(i, j, P1, Q1, Q2) = +∞,











∀i ∈ {0, 1, . . . , n1},

∀j ∈ {n1, n1 + 1, . . . , n},

∀((P1, Q1, Q2) < (0, 0, 0) ∨ (P1, Q1, Q2) > (P, Q′1, Q′2))











F(i, j, P1, Q1, Q2) = min































F(i− 1, j, P1 − pi, Q11, Q21) + F1,

F(i− 1, j, P1, Q12, Q22) + F2,

F(i, j− 1, P1 − pj, Q13, Q23) + F3,

F(i, j− 1, P1, Q14, Q24) + F4































,























∀i ∈ {1, . . . , n1}

∀j ∈ {n1 + 1, . . . , n}

∀0 ≤ P1 ≤ P

∀0 ≤ Q1 ≤ Q′1

∀0 ≤ Q2 ≤ Q′2























Fk (1 ≤ k ≤ 4) est lié à décision k et lié à la fonction objectif. Q1k, Q2k sont fonction

de Q1 et Q2 et de la décision k.

Dans la suite, nous présentons quelques implémentations de cette formulation ré-

cursive.

8.4.2 Une application de la formulation générale

Ce algorithme de ProgDyn peut être appliqué au problème d’ordonnancement clas-

sique P2||Cmax comme suit (la formulation générale est simplifiée) :
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F(0, 0) = 0

F(i, P1) = +∞,





∀i ∈ {0, 1, . . . , n},

∀(P1 < 0∨ P1 > P)





F(i, P1) = min







F(i− 1, P1 − pi) + pi,

F(i− 1, P1),







,





∀i ∈ {1, . . . , n}

∀0 ≤ P1 ≤ P





La valeur de la solution optimale est égale à minP/2≤P1≤P max(F(n, P1), P− P1). Le

solution correspondante est obtenue en utilisant un algorithme classique de backtra-

cking. La complexité de cet algorithme de ProgDyn est en O(nP) (même complexité

que dans [187]).

On introduit les notations suivantes : P(i,j) = ∑1≤k≤i pk + ∑n1+1≤k≤j pk. Cette quan-

tité P(i,j) − P1 correspond à la date de fin d’exécution des travaux sur M2. De plus,

supposons que les travaux sont numérotés selon règle WSPT : p1/w1 ≤ p2/w2 ≤ . . . ≤

pn1 /wn1 et pn1+1/wn1+1 ≤ pn1+2/wn1+2 ≤ . . . ≤ pn/wn (nous considérons wj = 1,

j = 1..n, pour le critère ∑ Cj).

Nous présentons par la suite l’application de la formulation de ProgDyn générale

aux problèmes concernant les fonctions objectif suivantes :

– ∑ Cj(N1) et ∑ Cj(N ),

– ∑ wjCj(N1) et Cmax(N ),

– ∑ wjCj(N ) et Cmax(N1),

– Cmax(N ) et Cmax(N1).

8.4.3 Problèmes avec les fonction objectifs ∑ Cj(N1) et ∑ Cj(N )

Considérons par exemple le problème d’ordonnancement P2||ε
(

∑ Cj(N1)/ ∑ Cj(N )
)

[114]. It faut minimiser ∑ Cj(N1) et respecter la contrainte de ∑ Cj(N ) ≤ ε. Nous consi-

dérons que Q1 correspond à ∑ Cj(N ) ; Q2 = 0 (est omis dans la relation récursive).

La fonction objectif est de minimiser F(i, j, P1, Q1) = ∑ Cj(N1). La relation récursive

générale devient :
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F(0, n1, 0, 0) = 0

F(i, j, P1, Q1) = +∞,











∀i > n1,

∀j ≤ n1,

∀(P1, Q1)











F(i, j, P1, Q1) = +∞,











∀i ∈ {0, 1, . . . , n1},

∀j ∈ {n1, n1 + 1, . . . , n},

∀((P1, Q1) < (0, 0) ∨ (P1, Q1) > (P, ε))











F(i, j, P1, Q1) = min































F(i− 1, j, P1 − pi, Q1 − P1) + P1,

F(i− 1, j, P1, Q1 − wi(P(i,j) − P1)) + P(i,j) − P1,

F(i, j− 1, P1 − pj, Q1 − P1),

F(i, j− 1, P1, Q1 − (P(i,j) − P1))































,

















∀i ∈ {1, . . . , n1}

∀j ∈ {n1 + 1, . . . , n}

∀0 ≤ P1 ≤ P

∀0 ≤ Q1 ≤ ε

















La solution optimale est donnée par min(0≤P1≤P∧0≤Q1≤ε)F(n1, n, P1, Q1). Le temps de

calcul de cet algorithme est en O(n2Pε). Cette méthode peut être généralisée pour le cas

de m machines et nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 8.4.1 Une solution optimale pour le problème Pm||ε
(

∑ Cj(N1)/ ∑ Cj(N )
)

peut

être déterminée en O(n2Pm−1ε).

Considérons maintenant le problème P2||GP(∑ Cj(N ), ∑ Cj(N1)), qui est équivalent

à déterminer une solution qui respecte ∑ Cj(N ) ≤ ε et ∑ Cj(N1) ≤ ε1. Une solution réa-

lisable est donnée par F(n1, n, P1, Q1) ≤ ε1, (0 ≤ P1 ≤ P et 0 ≤ Q1 ≤ ε). Le temps de

calcul est en O(n2Pε).

Considérons le problème P2||ε(∑ Cj(N )/ ∑ Cj(N1)). On cherche la valeur la plus

petite de Q1 telle qu’il existe une valeur de P1 avec F(n1, n, P1, Q1) ≤ ε. On énumère

toutes les valeurs possibles de (Q1, P1) à partir de (0, 0) à (n× wmax × P, P) où wmax =

maxj∈N wj. Avec un couple de valeur (Q1, P1) tel que F(n1, P1, Q1) ≤ ε est trouvée, l’al-

gorithme s’arrête et retourne la valeur courante de Q1 qui définit la valeur minimum de

∑ Cj(N1). Dans le cas contraire, si aucune couple (Q1, P1) n’est trouvé, l’algorithme re-

tourne ’aucune solution réalisable’. Le temps de calcul est borné par O(n3P2wmax). Notons

qu’une légère modification de la relation récursive pourrait mener à une complexité

plus intéressante en O(n2Pε).

De la même façon, pour résoudre le problème P2||Fℓ(∑ Cj(N ), ∑ Cj(N1)), nous consi-
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dérons la formulation de ProgDyn générale avec ε une borne supérieure de ∑ Cj(N ).

On définit par exemple Fℓ(∑ Cj(N ), ∑ Cj(N1)) = a ∑ Cj(N ) + b ∑ Cj(N1). Nous énu-

mérons toutes les valeurs possibles de (P1, Q1) de (0, 0) jusqu’à (P, nwmaxP) et la so-

lution optimale est retournée avec la valeur minimum de a× Q1 + b× F(n1, n, P1, Q1).

Le temps de calcul est en O(n3P2wmax). Notons qu’un autre algorithm peut être donné

avec une meilleure complexité en (O(n2P)) en reformulant P2||a ∑ Cj(N ) + b ∑ Cj(N1)

comme P2||∑ wjCj(N ) (wj = a si j ∈ N \N1, et wj = a + b si j ∈ N1).

8.4.4 Problèmes avec les fonction objectifs ∑ wjCj(N1) and Cmax(N )

Nous considérons maintenant le problème d’ordonnancement à deux machines pa-

rallèles noté P2||ε
(

∑ wjCj(N1)/Cmax(N )
)

. Nous avons Cmax(N ) ≤ ε et supposons que

ε < P. Nous considérons que Q1 correspond à la somme des durées opératoires des

travaux deN1 ordonnancés sur M1 ; et Q2 est égal à 0 (omis dans la relation récursive).

Nous proposons donc Q′1 = ∑j∈1
comme une borne supérieure de Q. Il est clair que

Q′1 ≤ P. La fonction objectif est de minimiser F(i, j, P1) = ∑ wjCj(N1). Le makespan est

donné par max(P1, P− P1). La relation récursive générale devient :

F(0, n1, 0, 0) = 0

F(i, j, P1, Q1) = +∞,











∀i > n1,

∀j ≤ n1,

∀(P1, Q1)











F(i, j, P1, Q1) = +∞,











∀i ∈ {0, 1, . . . , n1},

∀j ∈ {n1, n1 + 1, . . . , n},

∀((P1, Q1) < (0, 0) ∨ (P1, Q1) > (ε, Q′1))











F(i, j, P1, Q1) = min































F(i− 1, j, P1 − pi, Q1 − pi) + wiQ1,

F(i− 1, j, P1, Q1) + wi(P(i,0) −Q1),

F(i, j− 1, P1 − pj, Q1),

F(i, j− 1, P1, Q1)































,

















∀i ∈ {1, . . . , n1};

∀j ∈ {n1 + 1, . . . , n};

∀max(0, P− ε) ≤ P1 ≤ ε

∀0 ≤ Q1 ≤ Q′1

















La solution optimale est donnée par la valeur minimum de F(n1, n, P1, Q1) avec

max(P1, P − P1) ≤ ε. Le temps de calcul de cet algorithme est en O(n2Pε). Cet algo-

rithme peut être généralisé au cas de m machines, nous obtenons proposition suivante.
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Proposition 8.4.2 Une solution optimale pour le problème Pm||ε
(

∑ wjCj(N1)/Cmax(N )
)

peut être déterminée en O(n2Pmεm−1).

En suivant le même raisonnement que pour les critères ∑ Cj(N1)) et ∑ Cj(N ), nous

pouvons déduire les résultats suivants :

– le problème P2||GP(Cmax(N ), ∑ wjCj(N1)) peut être résolu en O(n2Pε),

– le problème Pm||ε
(

Cmax(N )/ ∑ wjCj(N1)
)

peut être résolu en O(n2Pε),

– le problème P2||Fl(Cmax(N ), ∑ wjCj(N1)) peut être résolu en O(n2P2).

8.4.5 Problèmes avec les fonction objectifs ∑ wjCj(N ) and Cmax(N1)

Nous considérons maintenant le problème d’ordonnancement à deux machines pa-

rallèles noté P2||ε
(

∑ wjCj(N )/Cmax(N1)
)

. Q1 et Q2 correspondent à Cmax(N1) sur M1

et M2 respectivement (rappelons que P1 est le makespan sur M1). La fonction objectif

est de minimiser F(i, j, P1, Q1, Q2) = ∑ wjCj(N ). La relation récursive générale devient :

F(0, n1, 0, 0, 0) = 0

F(i, j, P1, Q1, Q2) = +∞,











∀i > n1,

∀j < n1,

∀(P1, Q1, Q2)











F(i, j, P1, Q1, Q2) = +∞,











∀i ∈ {0, 1, . . . , n1},

∀j ∈ {n1, n1 + 1, . . . , n},

∀((P1, Q1, Q2) < (0, 0, 0) ∨ (P1, Q1, Q2) > (P, ε, ε))











F(i, j, P1, Q1, Q2) = min































F(i− 1, j, P1 − pi, P1 − pi, Q2) + wiP1,

F(i− 1, j, P1, Q1, P(i,j) − P1 − pi) + wi(P(i,j) − P1),

F(i, j− 1, P1 − pj, Q1, Q2) + wjP1,

F(i, j− 1, P1, Q1, Q2) + wj(P(i,j) − P1)































,























∀i ∈ {1, . . . , n1}

∀j ∈ {n1 + 1, . . . , n}

∀0 ≤ P1 ≤ P

∀0 ≤ Q1 ≤ ε

∀0 ≤ Q2 ≤ ε























La solution optimale est donnée par min(0≤P1≤P∧0≤Q1≤ε∧0≤Q2≤ε)F(n1, n, P1, Q). Le

temps de calcul de l’algorithme est en O(n2Pε2). En généralisant pour le cas de m ma-

chines, nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 8.4.3 Une solution optimale pour le problème Pm||ε
(

∑ wjCj(N )/Cmax(N1)
)

peut être déterminée en O(n2Pm−1εm).
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En suivant le même raisonnement que pour les critères ∑ Cj(N1)) et ∑ Cj(N ), nous

pouvons déduire les résultats suivants :

– problème P2||GP(Cmax(N1), ∑ wjCj(N )) peut être résolu en O(n2Pε2),

– problème Pm||ε
(

Cmax(N1)/ ∑ wjCj(N )
)

peut être résolu en O(n2Pε2),

– problème P2||Fl(Cmax(N1), ∑ wjCj(N )) peut être résolu en O(n2P3).

8.4.6 Problèmes avec les fonction objectifs Cmax(N ) et Cmax(N1)

Nous considérons maintenant le problème d’ordonnancement à deux machines pa-

rallèles noté P2||ε
(

Cmax(N1)/Cmax(N )
)

. Q1 et Q2 correspondent à Cmax(N1) sur M1

et M2 respectivement (rappelons que P1 est le makespan sur M1). La fonction objec-

tif est de minimiser F(i, j, P1, Q1, Q2) qui correspond à makespan sur M2. La relation

récursive générale devient :

F(0, n1, 0, 0, 0) = 0

F(i, j, P1, Q1, Q2) = +∞,











∀i > n1,

∀j < n1,

∀(P1, Q1, Q2)











F(i, j, P1, Q1, Q2) = +∞,











∀i ∈ {0, 1, . . . , n1},

∀j ∈ {n1, n1 + 1, . . . , n},

∀((P1, Q1, Q2) < (0, 0, 0) ∨ (P1, Q1, Q2) > (P, ε, ε))











F(i, j, P1, Q1, Q2) = min































F(i− 1, j, P1 − pi, P1 − pi, Q2),

F(i− 1, j, P1, Q1, P(i,j) − P1 − pi) + pi,

F(i, j− 1, P1 − pj, Q1, Q2),

F(i, j− 1, P1, Q1, Q2) + pj































,























∀i ∈ {1, . . . , n1}

∀j ∈ {n1 + 1, . . . , n}

∀0 ≤ P1 ≤ P

∀0 ≤ Q1 ≤ ε

∀0 ≤ Q2 ≤ ε























La solution optimale est donnée par min(0≤P1≤P∧0≤Q1≤ε∧0≤Q2≤ε)F(n1, n, P1, Q). Le

temps de calcul de l’algorithme est en O(n2Pε2). En généralisant pour le cas de m ma-

chines, nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 8.4.4 Une solution optimale pour le problème Pm||ε
(

Cmax(N1)/Cmax(N )
)

peut

être déterminée en O(n2Pm−1ε2m).

En suivant le même raisonnement que pour les critères ∑ Cj(N1)) et ∑ Cj(N ), nous
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8.5. CONCLUSION

pouvons déduire les résultats suivants :

– le problème P2||GP(Cmax(N1), Cmax(N )) peut être résolu en O(n2Pε2),

– le problème Pm||ε
(

Cmax(N )/Cmax(N1)
)

peut être résolu en O(n2Pε2),

– le problème P2||Fl(Cmax(N1), Cmax(N )) peut être résolu en O(n2P3).

8.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les problèmes d’ordonnancement sur machines parallèles avec des

travaux interférants sont étudiés. Leur N P-complétude est mise en évidence. Afin de

résoudre les problèmes N P-difficiles au sens ordinaire, nous proposons une formula-

tion de ProgDyn générale qui permet de résoudre les problèmes d’ordonnancements

sur m machines parallèles identiques. De plus, cette formulation peut être appliquée

pour résoudre le cas de machines uniformes. Dans une future recherche, l’existence des

schémas d’approximation sur ces problèmes d’ordonnancement abordés sera à étudier.
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Chapitre 9
Conclusion et perspectives de la

seconde partie

Nous avons abordé dans cette partie une nouvelle classe de problèmes d’ordonnan-

cement avec travaux interférants. Le contexte de cette étude est justifié par des contextes

industriels, où à la fois un objectif doit être minimisé pour l’ensemble des travaux, et

un objectif doit être satisfait pour un sous-ensemble de travaux. Les problèmes de base

à une machine et à machines parallèles identiques sont abordés : des cas polynomiaux

sont identifiés, des cas sont montrés NP-complets et quelques problèmes restent ou-

verts. Des algorithmes de programmation dynamiques sont proposés, dont une formu-

lation générale pour les problèmes à machines parallèles.

D’autres techniques de résolution comme les (meta-)heuristiques et les méthodes

exactes comme les procédures par séparation et évaluation sont à étudier [198, 197].

Des schémas d’approximation peuvent aussi être proposés pour les problèmes à ma-

chines parallèles. Les problèmes d’atelier (flowshop, jobshop) peuvent également être

considérés [119, 123, 112, 113, 196].
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Conclusion générale et perspectives

Le travail présenté se situe dans le cadre de l’étude des problèmes d’ordonnance-

ment qui se posent dans un environnement à une seule machine et à machines pa-

rallèles. Nous avons abordé deux grandes familles de problèmes d’ordonnancement

multicritère de travaux indépendants : les problèmes de type JàT qui font l’objet des

chapitres 1 à 5 et les problèmes avec travaux interférants qui font l’objet des chapitres 6

à 9.

Conclusion générale

Nous faisons par la suite une synthèse des principaux résultats obtenus, et précisons

les références aux articles soumis dans des revues.

Le chapitre 1 a introduit de façon succinte l’approche JàT et ses objectifs ainsi que

les différents niveaux de décision qui apparaissent dans un système de production.

Au chapitre 2, nous avons étudié le problème 1|di = d|∑ wiTi. Nous avons mon-

tré que l’algorithme proposé par Lawler et Moore [150] ne peut pas être généralisé

au cas de machines parallèles. Nous avons alors proposé une nouvelle formulation de

ce problème par la programmation dynamique, qui permet de résoudre le cas d’une

seule machine et qui peut s’étendre au cas de machines parallèles. Ces résultats ont fait

l’objet d’un article en deuxième lecture dans le journal “European Journal of Operational

Research” [117].

Au chapitre 3, nous avons étudié le problème Q|pi = p, di ∈ D, |D| = ℓ|∑(αiEi +

βiTi) avec le cas particulier à 1 machine et le cas particulier à 1 machine avec une seule

famille (|D| = 1). Pour ces problèmes, que nous avons montré polynomiaux, il s’agit

de déterminer les matrices de coûts associés à l’affectation d’un travail à une position
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et de résoudre le problème d’affectation en utilisant les méthodes classiques [111]. En-

suite, nous avons étudié le problème Pm|di = d, non− restrictive|∑(αiEi + βiTi) ainsi

que le cas à une machine. Nous avons proposé un schéma d’approximation PTAS pour

résoudre chaque problème. Ce résultat est en cours de relecture dans le journal “Theo-

retical Computer Science” [106].

Au chapitre 4, nous avons tenu compte en plus du coût associé à la décision de

la date de fin souhaitée commune. Les problèmes abordés sont notés P|pi = p, di ∈

D, |D| = ℓ|∑(αiEi + βiTi + γidi), avec le cas particulier à une machine, et à une machine

avec |D| = 1. En montrant de nouvelles propriétés et avec le même raisonnement que

celui présenté dans le chapitre 3, le problème d’ordonnancement a été montré polyno-

mial. Ce résultat a fait l’objet d’un article en cours de relecture dans le journal “European

Journal of Operational Research” [108]. Ensuite, pour le cas d’une seule machine avec une

date de fin souhaitée commune à déterminer et durées opératoires quelconques, nous

avons montré que le problème est équivalent au problème JàT classique avec l’objectif

de l’avance-retard pondéré et une date de fin souhaitée commune non-restrictive. Le

problème considéré accepte également un PTAS qui nécessite une autre transformation

de l’instance. A la fin du chapitre, nous avons proposé une borne inférieure basée sur la

relaxation Lagrangienne pour le problème à machines parallèles. Cette borne est éva-

luée en comparaison avec une borne supérieure obtenue par une recherche tabou. Le

résultat montre que la déviation est très petite si le nombre de travaux ne dépasse pas

n = 40.

Le chapitre 5 a présenté une conclusion de la première partie.

Le chapitre 6 a introduit le contexte et la motivation pratique de l’ordonnancement

des travaux interférants. Une petite comparaison avec l’ordonnancement multi-agent a

permis de déduire rapidement certains résultats connus et de vérifier la différence entre

ces deux types de problèmes.

Au chapitre 7, nous avons considéré les problèmes d’ordonnancement dans le cas

d’une seule machine. L’approche de combinaison linéaire et l’approche ε-contrainte

ont été étudiées. Toutes les combinaisons possible des critères f ∈ {Cmax, Lmax, ∑ Cj,

∑ wjCj, ∑ Uj, ∑ Tj, ∑ wjTj} sur N et N1 ont été pris en compte. Pour l’approche par

combinaison linéaire, onze problèmes polynomiaux ont été identifiés, sept problèmes

NP-difficiles au sens fort et 2 NP-difficiles au sens faible. Six problèmes restent ouverts.

Certains de ces résultats sont étendus à l’approche ε-contrainte, d’autres ne s’étendent
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pas et les classes de complexité peuvent changer selon l’approche utilisée.

Le chapitre 8 est dédié au cas à machines parallèles et un algorithme général de

programmation dynamique est proposé, ainsi que son application à quelques cas par-

ticuliers NP-difficiles au sens ordinaire.

Une partie des résultats des chapitres 7 et 8 fait l’objet d’un article en cours de relec-

ture dans le journal “Operations Research” [121].

Le chapitre 9 a présenté une conclusion de la seconde partie.

Perspectives

Les perspectives de recherche qui découlent de ce travail de thèse sont très nom-

breuses.

Tout d’abord, il serait intéressant de mettre en oeuvre des méthodes de résolution

pour les problèmes avec travaux interférants dans un contexte industriel réel, comme

par exemple pour la production de roulement à billes (entreprise SKF MDGBB) ou pour

la production de shampoings. Ces contextes réels permettraient de valider l’intérêt de

l’étude sur un plan applicatif.

Ensuite, les perspectives de recherche pour un travail plus académique sont égale-

ment très nombreuses.

– Tout d’abord, il y a une grande quantité de problèmes qui restent ouverts, que ce

soit dans la partie dédiée aux problèmes JàT ou dans la partie dédiée aux travaux

interférants. Certains de ces problèmes – qui n’ont pas été abordés profondément

dans le cadre de cette thèse par faute de temps – peuvent être étudiés et certaine-

ment fermés.

– D’autre part, pour les problèmes difficiles, très peu de bornes inférieures et supé-

rieures ont été développées. Il serait tout à fait intéressant d’étudier le comporte-

ment des solveurs de programmation mathématique, d’élaborer des procédures

par séparation et évaluation, des bornes inférieures performantes, etc., donc d’ap-

pliquer tous les outils de la recherche opérationnelle pour résoudre ces problèmes

le plus efficacement possible. Et ceci, à la fois pour les problèmes de type JàT et

pour les problèmes avec travaux interférants.

– Ensuite, le travail présenté ici s’est focalisé sur les problèmes d’ordonnancement

de travaux indépendants. Il serait tout à fait pertinent de voir ce que deviennent
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tous ces problèmes, à la fois les problèmes JàT et les problèmes avec travaux in-

terférants, soit dans un contexte d’atelier de production (flowshop, jobshop, etc.),

soit en considérant des contraintes de précédence entre travaux, en ajoutant des

contraintes de dates de début au plus tôt, etc. Les modèles de base ont été abor-

dés, tous les modèles plus compliqués qui en découlent peuvent aussi faire l’objet

d’études fort intéressantes.

– Enfin, il serait tout à fait pertinent d’essayer de combiner les deux parties de cette

thèse en étudiant des travaux interférants, dont certains doivent être exécutés JàT.

Globalement, il nous semble que l’étude des problèmes d’ordonnancement de tra-

vaux interférants généralise très bien les études sur les problèmes mono-critères et

multi-critères, et il serait fort intéressant de voir ce que donnent tous les résultats de

la littérature ([95, 209]) dans ce contexte particulier.
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COMPLEXITÉ ET ALGORITHMES POUR

L’ORDONNANCEMENT MULTICRITERE DE TRAVAUX

INDÉPENDANTS : PROBLÈMES JUSTE-À-TEMPS

ET TRAVAUX INTERFÉRANTS

Résumé

Nous abordons dans cette thèse deux types de problèmes d’ordonnancement sur une machine ou sur des machines

parallèles :

1. les problèmes d’ordonnancement de type juste-à-temps : il s’agit de déterminer un ordonnancement de sorte

que les travaux se terminent le plus près possible de leur date de fin souhaitée. On considère le cas où la date

de fin souhaitée commune est connue et le cas où elle est à déterminer. De nouveaux algorithmes exacts sont

proposés. Des schémas d’approximation sont élaborés.

2. les problèmes d’ordonnancements de travaux interférants : il s’agit de déterminer un ordonnancement qui

permet d’optimiser un critère pour tous les travaux, sachant que la solution trouvée doit permettre égale-

ment l’optimisation d’un autre critère défini uniquement sur un sous-ensemble des travaux. Il s’agit ici d’un

nouveau problème d’ordonnancement multicritère, différent de la notion classique. Les approches considé-

rées pour trouver une solution non dominée sont l’approche ε-contrainte, la combinaison linéaire de critères

et le goal programming. De nouveaux résultats de complexité sont montrés et des algorithmes exacts sont

développés.

Abstract

In this thesis, we consider two kinds of scheduling problems on a single machine or on parallel machines :

1. just-in-time scheduling problems : it aims to determine a schedule so that a job completes as close as possible

to its due date. We consider the case where the common due date is known and the case where the common

due date has to be fixed. New exact algorithms based on greedy algorithms and dynamic programming are

proposed. Approximation schemes are given.

2. scheduling problems with interfering jobs : the aim is to determine a schedule that optimizes a criterion for

the whole set of jobs and so that the solution optimizes another objective only for a subset of jobs. It is here

a new multi-criteria scheduling problem, different from the classical notion. The approaches considered for

finding a non-dominated solution are the ε-constraint approach, the linear combination of criteria and the

goal programming approach. New complexity results are proposed and exact algorithms are developed.
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